31 турнир городов, осень (18 октября 2009 г.)
Решения задач
(А.Шаповалов и Л.Медников)
Базовый вариант, младшие
1. [3] Можно ли квадрат разрезать на 9 квадратов и раскрасить их так, чтобы получились 1 белый, 3 серых и 5 черных квадратов, причем одноцветные квадраты были бы равны, а разноцветные квадраты – не равны?

Решение. Можно. Разрежем квадрат 6(6 на 4 квадрата 3(3. Три из них окрасим в серый цвет, а от четвертого отрежем угловой (белый) квадрат 2(2. Оставшийся уголок состоит из 5 единичных квадратов (см. рис).

2. [4] Есть 40 гирек массой 1 г, 2 г, ..., 40 г. Из них выбрали 10 гирь четной массы и положили на левую чашу весов. Затем выбрали 10 гирь нечетной массы и положили на правую чашу весов. Весы оказались в равновесии. Докажите, что на какой-нибудь чаше есть две гири с разностью масс в 20 г.

Решение. Разобьем гирьки на пары с разностью 20 г: (1, 21), (2, 22), ..., (20, 40). Если на весах окажутся обе гирьки какой-то пары, все доказано. Иначе на весах оказалось ровно по одной гирьке из каждой пары. Тогда (независимо от выбора гирек в каждой паре) вес нечетной чашки при делении на 20 даст тот же остаток, что и сумма 1 + 3 + ... + 19 = 100 (то есть 0), а вес четной чашки даст тот же остаток, что и сумма 2 + 4 + ... + 20 = 110 (то есть 10). Противоречие: по условию эти веса равны. 

3. [4] На столе лежит картонный круг радиуса 5 см. Петя, пока возможно, прикладывает к кругу снаружи картонные квадраты со стороной 5 см так, чтобы выполнялись условия:

1) у каждого квадрата одна вершина лежит на границе круга;

2) квадраты не перекрываются;

3) каждый следующий квадрат касается предыдущего вершиной к вершине.

Определите, сколько квадратов может выложить Петя, и докажите, что последний и первый квадрат тоже коснутся вершинами.

Ответ. 8 квадратов.

Решение. Если вершина A квадрата ABCD лежит на окружности с центром O, то точки B, D и O лежат на окружности радиусом 5 см и центром A. Вписанный угол BOD = 45( – как половина центрального угла BAD. Итак, по условию каждый выложены квадрат виден из центра под углом 45(, и границы соседних углов совпадают, поэтому всего Петя сможет выложить 360(/45( = 8 квадратов. Пусть EDFG – еще один выложенный квадрат (E лежит на окружности). OADE – ромб, поэтому(OAD = (OED. Отсюда 
(OAB = 360( – 90( – (OAD = 360( – 90( – (OED = (OEG. Треугольники OAB и OEG равны по двум сторонам и углу между ними, значит, OB = OG. Итак, вершины квадратов, противоположные общей, равноудалены от O. Таким образом, одна вершина первого квадрата и одна вершина восьмого лежат на одном и том же луче из O на одинаковом расстоянии от O. Значит, они совпадают.

4. Семизначный код, состоящий из семи различных цифр, назовем хорошим. Паролем сейфа является хороший код. Известно, что сейф откроется, если введен хороший код и на каком-нибудь месте цифра кода совпала с соответствующей цифрой пароля. Можно ли гарантированно открыть сейф быстрее чем за 7 попыток?

Решение. Можно за 6 попыток: 1234560, 2345610, 3456120, 4561230, 5612340, 6123450. Среди первых 6 цифр пароля есть цифра от 1 до 6. Поскольку мы каждую цифру от 1 до 6 по разу набрали на каждом из первых 6 мест, она хоть раз да совпадет.

5. [5] На новом сайте зарегистрировалось 2000 человек. Каждый пригласил к себе в друзья по 1000 человек. Два человека объявляются друзьями тогда и только тогда, когда каждый из них пригласил другого в друзья. Какое наименьшее количество пар друзей могло образоваться?

Ответ. 1000.

Решение. Всего было отправлено 2000000 приглашений, а пар на сайте 2000(1999/2 = 1999000. Приглашений на 1000 больше, чем пар, поэтому внутри хотя бы 1000 пар было отправлено два приглашения. Значит, образовалось хотя бы 1000 пар друзей. Ровно 1000 возможна: расставим всех людей на сайте по кругу, и пусть каждый пригласит 1000 следующих за ним по часовой стрелке. Тогда друзьями окажутся только то, кто расположен строго напротив друг друга. 

Базовый вариант, старшие


1. [4] Семизначный код, состоящий из семи различных цифр, назовем хорошим. Паролем сейфа является хороший код. Известно, что сейф откроется,  если введен хороший код и на каком-нибудь месте цифра кода совпала с соответствующей цифрой пароля. Можно ли гарантированно открыть сейф быстрее чем за 7 попыток?

См. задачу 5 для 8-9 классов.

2. [4] В пространстве расположена замкнутая шестизвенная ломаная ABCDEF, противоположные звенья которой параллельны (AB || DE, BC || EF и CD || FA). При этом AB не равно DE. Докажите, что все звенья ломаной лежат в одной плоскости.

Решение 1. Плоскости AEF и BCD параллельны: в них есть по паре параллельных прямых. Если бы они не совпадали, то высекали бы на параллельных прямых AB и DE равные отрезки AB = DE. Значит, все 6 точек лежат в плоскости AEF.

Решение 2. Вектор 
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 компланарны.

3. [4] Существуют ли такие натуральные числа a, b, c, d, что a3 + b3 + c3 + d3 = 100100?

Решение. Существуют, например

(10033)3 + (2(10033)3 + (3(10033)3 + (4(10033)3 = (13 + 23 + 33 + 43)(10099 = 100(10099 = 100100.

4. [4] На сторонах правильного 2009-угольника отметили по точке. Эти точки являются вершинами 2009-угольника площади S. Каждую из отмеченных точек отразили относительно середины стороны,  на которой эта точка лежит. Докажите, что 
2009-угольник с вершинами в отраженных точках также имеет площадь S.

Решение. Пусть A1A2…A2009 – правильный 2009-угольник со стороной 1, ( – его угол, P – его периметр, M – 2009-угольник площади S, ai расстояние от Ai до ближайшей по часовой стрелке отмеченной вершины (i = 1, 2, …, 2009). Сторона многоугольника M отсекает от угла Ai правильного многоугольника треугольник площади 0,5 sin (((1 – ai–1)ai. Суммируя отсеченные площади, получаем 0,5 sin(A(((a1 + a2 + … + a2009) – (a1a2 + a2a3 + … + a2009a1). После отражения сторона нового 2009-угольника отсекает от угла Ai треугольник площади 0,5 sin ((ai-1(1 – ai). Суммируя отсеченные площади, снова получаем тот же результат. 

5. [5] В стране две столицы и несколько городов, некоторые из них соединены дорогами. Среди дорог есть платные. Известно, что на любом пути из южной столицы в северную имеется не меньше десяти платных дорог. Докажите, что все платные дороги можно раздать десяти компаниям так, чтобы на любом пути из южной столицы в северную имелись дороги каждой из компаний.

Решение 1. Отметим на каждом пути из южной столицы Ю в северную С самую первую платную дорогу числом 1. Докажем, что на каждом пути p осталось не менее 9 неотмеченных платных дорог.

Выберем на p ближайшую к С отмеченную дорогу d. Поскольку она отмечена, она была первой платной на некотором пути q. Пройдем от Ю до d по (бесплатным дорогам) пути q, а далее через d вдоль p до C. По условию на таком пути не менее 10 платных дорог, и только дорога d отмечена. Значит, на участке пути от d до C есть не менее 9 неотмеченных платных дорог.

Объявим временно отмеченные дороги бесплатными и отметим на каждом пути первую платную дорогу числом 2. Теперь на каждом пути останется не менее 8 платных дорог.

Повторяя рассуждение, расставим отметки 3, ..., 10 на каждом пути.

Теперь раздадим дороги компаниям в соответствии с их «номерами». Оставшиеся платные дороги раздадим произвольно.

Решение 2. Пусть проезд по каждой платной дороге стоит 1 тугрик. Назовем весом дороги, наименьшую сумму, которую надо заплатить, чтобы выехав из Ю, проехать по этой дороге.

Докажем, что вес самой северной дороги каждого пути не меньше 10. Предположим, противное – что вес последней дороги на пути p не превосходит 9. Тогда до нее можно дойти, заплатив не более 8 тугриков. Продолжив путь по остатку пути p мы получим (в противоречие с условием) пример пути, на котором менее 10 платных дорог.
Заметим, что первая платная дорога на каждом пути имеет вес 1. При переходе к следующей дороге вес не меняется или увеличивается на 1. Поэтому на каждом пути есть дороги любого веса от единицы до 10. Отдадим k-й компании все дороги веса k, а дороги веса больше 10 распределим произвольно.
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