29 Турнир Городов,  весенний тур,  сложный вариант,  10-11 классы

8.1. Бумажный треугольник, один из углов которого равен (, разрезали на несколько тре-угольников. Могло ли случиться, что все углы всех полученных треугольников меньше (
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  а) [3] в случае, если  ( = 70(;

  б) [3] в случае, если  ( = 80(?

Решение. а) Не могло. В треугольниках разбиения все углы должны быть больше

180( – 70( – 70( = 40(.  Но исходный угол в 70( нельзя разрезать на углы, большие 40(.

б) Могло. На рисунке изображен треугольник с углом 80(, составленный из треугольников с меньшими углами. Для его построения проведем два луча, образующие угол 80( (стороны треугольника), и биссектрису этого угла. Выберем на биссектрисе произвольную точку и построим верхние треугольники с углами 40(, 75( и 65(, затем внутренние треугольники и проведем основание исходного треугольника. 
8.2. [6] На числовой прямой в точке P сидит точечный кузнечик. Точки 0 и 1 – ловушки. На каждом ходу мы называем любое положительное число, после чего кузнечик прыгает влево или вправо (по своему выбору) на расстояние, равное этому числу. Для каких P можно называть числа так, чтобы гарантированно загнать кузнечика в одну из ловушек? (Мы всё время видим, где сидит кузнечик.)

Ответ. При P = a(2–k, где a и k – натуральные числа,  0 < a < 2k.

Решение. Пусть P – число указанного в ответе вида, и дробь несократима (то есть a нечетно). Заметим, что тогда и число 1 – P имеет тот же вид (причем с тем же знаменателем). Назовем теперь наименьшее из чисел P и 1 – P. Если кузнечик прыгнет и не попадет в ловушку, то он останется между ловушками, и расстояние до одной из ловушек удвоится. В результате знаменатель координаты кузнечика уменьшится вдвое. После k прыжков координата станет целой, что означает попадание в ловушку.

Объявим теперь ловушками все рациональные числа со степенью двойки в знаменателе. Покажем, что если кузнечик не в ловушке, он всегда может прыгнуть не в ловушку. Заметим, что полусумма ловушек – снова ловушка. Пусть названо число d. Так как
P = 
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, и P – не ловушка, то хотя бы одна из точек P + d и P – d – тоже не ловушка. Туда и прыгнем.

8.3. [6] Многочлен степени  n > 1  имеет n разных корней х1, х2, …, хn. Его производная имеет корни y1, y2, …, yn–1. Докажите неравенство  

 > 

.

Решение. Можно считать, что наш многочлен приведенный:

P(x) = xn – a1xn–1 + a2xn–2 + …

По формулам Виета  x1 + … + xn = a1,  x1x2 + x1x3 + … + x n–1xn = a2,  откуда
2a2 = (x1 + … + xn)2 – (

).

Поскольку  P(x) = nxn–1 – (n – 1)a1xn–2 + (n – 2)a2xn–3 + …, аналогично получаем:

y1 + … + yn–1 = 

,  y1y2 + y1y3 + … + y n–2yn–1 = 

,
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 =
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После подстановки полученного выражения в правую часть исходного неравенства, умножения на и приведения подобных членов оно превратится в известное неравенство  

 > 

  между средним квадратичным и средним арифметическим (строгое для неравных чисел).

8.4. [7] Петя и Вася нарисовали по четырёхугольнику без параллельных сторон. Каждый провёл в своём четырёхугольнике одну из диагоналей и вычислил углы, образованные этой диагональю со сторонами своего четырёхугольника. Петя получил числа (, (, ( и ( (в некотором порядке), и Вася – тоже эти числа (возможно, в другом порядке). Докажите, что диагонали четырёхугольника Пети пересекаются под теми же углами, что и диагона-ли четырёхугольника Васи.

Решение. Существуют не более двух принципиально разных четырехугольников, удовлетворяющих условию – углы  ( имеют общую вершину или образуются в разных вершинах, соединенных диагональю, остальные четырехугольники им подобны. Причем, если имеется два принципиально разных четырехугольника, то (<90( и (+(<180(, следовательно, оба четырехугольника выпуклые. Пусть в четырехугольнике ABCD  (CAB = (CAD = (,  (BCA = (,  (DCA = (,  а в четырехугольнике AECF  (ACE = (CAE = (,  (ACF = (,  (CAF = (  (точка E лежит на прямой AD, точка F – на прямой BC). Тогда  AB || EC,  AF || DC. Докажем, что диагонали DB и EF также параллельны. Обозначим O точку пересечения AD и  BC. Из AB || EC следует OA/OD = OB/OC, из AF || DC следует OA/OE= OB/OC. Следовательно OE/OD = OF/OB. Следовательно DB || EF и составляют равные углы с общей диагональю AC.
8.5. [8] Все натуральные числа выписали в ряд в некотором порядке (каждое число по одному разу). Обязательно ли найдутся несколько (больше одного) чисел, выписанных подряд (начиная с какого-то места), сумма которых будет простым числом?

Решение. Не обязательно. Покажем как записать натуральные числа в бесконечную последовательность, где таких “простых сумм” нет.

Возьмем  a1 = 1,  a2 = 3.  Пусть конечная последовательность a1, a2, …, an  (n >1)  без “простых сумм” уже построена, и m – наименьшее натуральное число, которое не явля-ется ее членом. Положим S = a1 + a2 + … + an + m,  an+1 = S!,  an+2 = m.  Полученная по-следовательность также не содержит простых сумм. Действительно, любая сумма, содер-жащая слагаемое an+1, равна  S! + k,  где  1 < k ( S,  и не является простым числом, поскольку делится на k.

Продолжая такое построение по индукции, мы получим бесконечную последователь-ность. Из построения очевидно, что каждое натуральное число попадает в эту последова-тельность ровно один раз.

8.6. [8] Одиннадцати мудрецам завязывают глаза и надевают каждому на голову колпак одного из 1000 цветов. После этого им глаза развязывают, и каждый видит все колпаки, кроме своего. Затем одновременно каждый показывает остальным одну из двух карточек – белую или черную. После этого все должны одновременно назвать цвет своих колпаков. Удастся ли это? Мудрецы могут заранее договориться о своих действиях (до того, как им завязали глаза); мудрецам известно, каких 1000 цветов могут быть колпаки.

Решение. Существует ровно 211 11-разрядных последовательностей из 0 и 1, из них с четным числом единиц – ровно половина, то есть 210 = 1024.  Закодируем 1000 цветов тысячей таких последовательностей. Распределим разряды между мудрецами. Мудрец номер k действует так: среди видимых им 10 цветов колпаков подсчитывает число ak тех, у кого в k-м разряде стоит 1. Если это число четно, он показывает черную, а иначе – белую карточку.

После этого каждый мудрец может вычислить все разряды в коде цвета своего колпака, кроме одного – за который он сам отвечает. Для этого он подсчитывает число bk единиц в k-тых разрядах девяти мудрецов (кроме себя и мудреца номер k), и если четность bk совпадает с показанной четностью ak, у него в k-м разряде 0, иначе 1. Недостающий разряд восстанавливается благодаря четности общего числа единиц в коде.

8.7. [8] Даны две окружности и три прямые, каждая прямая высекает на окружностях хорды равной длины. Точки пересечения прямых образуют треугольник. Докажите, что описанная окружность этого треугольника проходит через середину отрезка между цент-рами данных окружностей.

Решение. Утверждение очевидно следует из следующих двух лемм.

Лемма 1. Основание перпендикуляра, опущенного из середины линии центров двух окружностей на прямую, высекающую на этих окружностях равные хорды, лежит на радикальной оси этих окружностей.
Напомним, что радикальной осью двух окружностей называется множество точек, степени которых относительно обеих окружностей равны. Степень точки P относительно окружности радиуса R с центром в O – это число OP2 – R2, оно в свою очередь равно произведению секущих, проведённых к окружности из точки P (взятых со знаком). Радикальная ось – это прямая (если, конечно, окружности не концентрические.)
Лемма 2. Если основания перпендикуляров, опущенных из точки M на стороны тре-угольника, лежат на одной прямой, то точка лежит на описанной окружности этого тре-угольника.

Доказательство леммы 1. Пусть O1 и O2 – центры окружностей, H1 и H2 – середины высекаемых хорд K1L1 и K2L2 длины 2d. Основание P нашего перпендикуляра – середина отрезка H1H2 (так как отрезок O1O2 проектируется на H1H2). Пусть  PH1 = PH2 = l.  Степень точки P относительно первой окружности равна



 = 

 = l2 – d2.  Тот же результат мы получим, вычисляя степень точки P относительно второй окружности.

Доказательство леммы 2. Пусть P, Q, R – основания перпендикуляров, опущенных из точки M на стороны AB, AC, BC треугольника ABC. Пусть точка M не лежит на описанной окружности ( треугольника ABC. Найдём тогда такую вершину треугольника ABC, что  при гомотетии с центром в этой вершине окружность ( перейдет в окружность (1, проходящую через точку M. Такая вершина найдётся: иначе M  лежала бы на трёх касательных к  (, касающихся  ( в вершинах треугольника ABC,  что невозможно (ведь из любой точки можно провести не более двух касательных к данной окружности). Пусть найденная вершина – это A. При нашей гомотетии треугольник ABC перейдет в треугольник AB1C1, вписанный в (1. Основания перпендикуляров, опущенных из точки M на стороны AB1, AC1 треугольника A1B1C1, – те же точки P и Q. Пусть R1 – основание перпендикуляра, опущенного из M на B1C1. Как известно, точки P, Q и R1 лежат на одной прямой (прямая Симсона). А точки P, Q и R  лежат на одной прямой по условию. Но точки M, R и R1 тоже будут лежать на одной прямой (так как BC и B1C1 параллельны). Значит, прямая PQ пересекает прямую MR как в точке R, так и в точке R1. Следовательно точки R и R1 совпадают. Тогда совпадают и прямые AB и A1B1, то есть коэффициент гомотетии равен 1, и (1 совпадает с (.

Замечание. Прямое доказательство леммы 2 требует либо разбора нескольких случаев расположения точки M, либо понятия ориентированного угла между прямыми (см. Прасолов. Задачи по планиметрии. 1991, зад. 5.85 б).
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