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Базовый вариант,  8-9 классы.

     5.1. [3] В выпуклом шестиугольнике ABCDEF противоположные

стороны попарно параллельны (AB || DE, BC || EF и CD || FA), а

также AB = DE. Докажите, что BC = EF и CD = FA.

     Решение. Ясно, что ABDE - параллелограмм. угол CBD = углу

FEA,  а угол BDC = углу EAF как углы с  соответственно  парал-

лельными сторонами. Следовательно, треугольники BCD и EFA рав-

ны по стороне и двум углам.

     5.2. [5] На плоскости нарисовали 10 равных отрезков и от-

метили все их точки пересечения.  Оказалось,  что каждая точка

пересечения делит любой проходящий через нее отрезок в отноше-

нии 3:4. Каково наибольшее возможное число отмеченных точек?

     Решение. 10.  На каждом отрезке расположено не более двух

отмеченных  точек.  С другой стороны,  каждая отмеченная точка

принадлежит двум отрезкам.  Поэтому точек не больше 10. Пример

с 10 точками дается следующей картинкой:

     Пара параллельных  отрезков  пересекается  с парой парал-

лельных отрезков.  Это дает 4 отмеченных точки. Еще тройка от-

резков пересекается по трем точкам и еще одна тройка пересека-

ется по трем точкам. Это дает еще 6 отмеченных точек.

     5.3. [5] Есть тридцать карточек,  на каждой  написано  по

числу: на десяти карточках - a, на десяти других - b, и на де-

сяти оставшихся - c (числа a,  b, c все разные). Известно, что

к любым пяти карточкам можно подобрать еще пять так, что сумма

чисел на этих десяти карточках будет равна нулю. Докажите, что

одно из чисел a, b, c равно нулю.

     Решение. Пусть a < b < c. Отметим на числовой оси всевоз-

можные суммы чисел на пяти карточках.  Для каждой из них отме-

чена и противоположная,  поэтому отмеченные точки  расположены

симметрично относительно 0.  В частности,  противоположны наи-

большая (5с) и наименьшая (5а) суммы,  значит, 5a + 5c = 0, то

есть c = -a. Противоположны и суммы, ближайшие к "крайним", то

есть (4a + b) + (4c + b) = 0. Отсюда сразу следует, что b = 0.

     5.4. [6] Найдите все натуральные n,  при которых (n + 1)!

делится на сумму 1! + ... + n!.

     Ответ. n = 1, 2.

     Решение. Пусть n > 2 и (n + 1)! = k(1! + ... + n!). Заметим,

что k < n (так как n(1! + ... + n!) > n((n - 1)! + n!) =

n(n - 1)! + n*n! = n! + n*n! = (n + 1)! ).

     Разделив равенство на k, получим

(k - 1)!(k + 1)(k + 2)* ... *n = 1! + ... + n!.

Однако левая честь в этом равенстве четна (в произведении (n + 1)!

было минимум два четных сомножителя, а мы сократили лишь один),

а правая нечетна. Противоречие.

     5.5. Клетки доски 10*10 раскрашены в красный, синий и бе-

лый цвета. Любые две клетки с общей стороной раскрашены в раз-

ные цвета. Известно, что красных клеток 20.

     а) [2] Докажите, что всегда можно вырезать 30 прямоуголь-

ников,  каждый из которых состоит из двух  клеток  -  белой  и

синей.

     б) [2] Приведите пример раскраски,  когда можно  вырезать

40 таких прямоугольников.

     в) [2] Приведите пример раскраски,  когда нельзя вырезать

больше 30 таких прямоугольников.

     Решение.

     а) Разрежем доску на 50 прямоугольников 1*2.  Ровно 20 из

них содержат красные клетки, а остальные 30 - бело-синие.

     б) Расположим  40 сине-белых прямоугольников вертикально,

как показано на схеме 1 (с - синий,  б - белый), оставшиеся 20

клеток сделаем красными (к - красный):

   | б | к | б | к | б | к | б | к | б | к |

   |   |---|   |---|   |---|   |---|   |---|

   | с | б | с | б | с | б | с | б | с | б |

   |---|   |---|   |---|   |---|   |---|   |

   | к | с | к | с | к | с | к | с | к | с |

   -----------------------------------------

   | с | б | с | б | с | б | с | б | с | б |

   |   |   |   |   |   |   |   |   |   |   |

   | б | с | б | с | б | с | б | с | б | с |

   -----------------------------------------

   | с | б | с | б | с | б | с | б | с | б |

   |   |   |   |   |   |   |   |   |   |   |

   | б | с | б | с | б | с | б | с | б | с |

   -----------------------------------------

   | к | б | к | б | к | б | к | б | к | б |

   |---|   |---|   |---|   |---|   |---|   |

   | б | с | б | с | б | с | б | с | б | с |

   |   |---|   |---|   |---|   |---|   |---|

   | с | к | с | к | с | к | с | к | с | к |

 в) Окрасим  20 клеток в красный цвет,  а также отметим 30

клеток, как на схеме 2. Каждый сине-белый прямоугольник должен

содержать отмеченную клетку, следовательно их не больше 30.

   | * |   | * |   | * |   | * |   | * |   |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   |   | * |   | * |   | * |   | * |   | * |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   | * |   | * |   | * |   | * |   | * |   |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   |   | * |   | * |   | * |   | * |   | * |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   | * |   | * |   | * |   | * |   | * |   |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   |   | * |   | * |   | * |   | * |   | * |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   | к |   | к |   | к |   | к |   | к |   |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   |   | к |   | к |   | к |   | к |   | к |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   | к |   | к |   | к |   | к |   | к |   |

   |---|---|---|---|---|---|---|---|---|---|

   |   | к |   | к |   | к |   | к |   | к |

Базовый вариант, 10-11 классы

     6.1. [4] См. 5.3.

     6.2. [5] Может ли наименьшее общее кратное целых чисел 1,

2,  ... , n быть в 2008 раз больше, чем наименьшее общее крат-

ное целых чисел 1, 2, ... , m?

     Решение. Нет.  Пусть 2^k <= m  <  2^(k+1),  3^l  <=  m  <

3^(l+1).  Допустим,  что 2008 = НОК(1,2,...,n)/НОК(1,2,...,m).

2008 делится на 8,  поэтому n >= 2^(k+3). 2^(k+3) > 4m > 3m >=

3^(l+1). Получается, что 2008 делится на 3, что неверно.

     6.3. [5]  В треугольнике ABC угол A прямой,  M - середина

BC,  H - основание высоты,  проведенной из вершины A.  Прямая,

проходящая через точку M перпендикулярно AC,  вторично пересе-

кает описанную окружность треугольника AMC в точке P.  Докажи-

те, что отрезок BP делит отрезок AH пополам.

     Решение. MP - диаметр указанной окружности (он  перпенди-

кулярен хорде AC и делит ее пополам). Значит, угол BCP прямой,

то есть PC || AH.  Продолжим CP и BA до пересечения в точке N.

MP  - средняя линия треугольника BCN,  то есть прямая BP делит

сторону NC пополам. Следовательно, она делит пополам и сторону

AH подобного  треугольника BHA (гомотетичного треугольнику BCN

с центром гомотетии B).

     6.4. [5] Даны выпуклый многоугольник и квадрат. Известно,

что как ни расположи две копии многоугольника внутри квадрата,

найдется точка,  принадлежащая обеим копиям. Докажите, что как

ни расположи три копии многоугольника внутри квадрата, найдет-

ся точка, принадлежащая всем трем копиям.

     Решение. Копия,  расположенная внутри квадрата,  содержит

центр квадрата (иначе симметричная ей относительно этого цент-

ра копия также лежит внутри квадрата, а с этой копией не пере-

секается).  Значит,  каждая  из трех копий,  помещенных внутрь

квадрата, содержит центр квадрата. Это и есть общая точка трех

копий.

     6.5. [6] Дана таблица (см. спра-    1  2  3  4  5  6  7

ва). Можно в ней переставлять строки,    7  1  2  3  4  5  6

а также можно переставлять столбцы (в    6  7  1  2  3  4  5

любом  порядке).  Сколько   различных    5  6  7  1  2  3  4

таблиц  можно  получить таким образом    4  5  6  7  1  2  3

из данной таблицы?                       3  4  5  6  7  1  2

                                         2  3  4  5  6  7  1

     Ответ: 7!*6!.

     Решение. Заметим, что числа во всех строках и всех столб-

цах различны. Кроме того, для любого клетчатого прямоугольника

сумма чисел, стоящих в его противоположных углах, равна по мо-

дулю 7 сумме чисел,  стоящих в двух других противоположных уг-

лах.  При  разрешенных  перестановках эти свойства,  очевидно,

сохраняются.  Поэтому итоговая таблица полностью  определяется

своими верхней строкой и левым столбцом.

     С другой стороны,  перестановками столбцов мы можем полу-

чить  в верхней строке любую из 7!  перестановок чисел от 1 до

7, а перестановками строк со 2-й по 7-ю - любую из 6! переста-

новок чисел в 6 нижних клетках левого столбца.

     Сложный вариант, 8-9 классы

     7.1. Число N является произведением двух последовательных

натуральных чисел. Докажите, что

     а) [2]  можно  приписать  к  этому числу справа две цифры

так, чтобы получился точный квадрат;

     б) [2] если N > 12, это можно сделать единственным спосо-

бом.

     Решение. а)  Припишем 25 к числу N = n(n + 1).  Получится

число 100n(n + 1) + 25 = (10n + 5)^2.

     б) Если N > 12,  то n >= 4.

     Число X, полученное приписыванием двух цифр, должно удов-

летворять  неравенствам 100n(n+1) <= X < 100n(n+1)+100.  Пока-

жем,  что в этом интервале нет квадратов, кроме 100N + 25 =

(10n + 5)^2, именно покажем, что квадраты соседний слева и

соседний справа выходят пределы этого допустимого интервала.

     100n^2 + 80n + 16 = (10n+4)^2 есть квадрат, соседний слева.

n >=4, 20n >= 80, следовательно  16 <  20n,

отсюда 100n^2 + 80n + 16 < 100n^2 + 100n,

получаем (10n+4)^2 < 100n(n+1), то есть квадрат, соседний

слева, лежит левее левого конца допустимого интервала.

     (10n + 6)^2 есть квадрат, соседний справа. Докажем, что он 
Больше правого конца допустимого интервала.

                      n > 3.2;

                    20n > 64;

     100n^2 + 120n + 36 >  100n^2 + 100n + 100;

            (10n + 6)^2 > 100n(n+1)+100.

     7.2. [5]  На  сторонах  АВ  и ВС треугольника АВС выбраны

точки К и М соответственно так,  что КМ || АС. Отрезки АМ и КС

пересекаются в точке О. Известно, что АК = АО и КМ = МС. Дока-

жите, что АМ = КВ.

     Решение. угол COM = углу AOK = углу AKO,  угол KCM =

углу CKM = углу ACK, поэтому угол AMC = 180^о - угол COM - угол KCM

= 180^о - угол AKC - угол ACK = угол KAC = угол BKM. угол BMK =

 глу BCA. Следовательно,  треугольники AMC и BKM равны по стороне

(МC =  KM)  и двум прилежащим углам, и АМ = ВK.

     7.3. [6]  Дана клетчатая полоска (шириной в одну клетку),

бесконечная в обе стороны.  Две клетки полоски являются ловуш-

ками,  между ними - N клеток, на одной из которых сидит кузне-

чик.  На каждом ходу мы называем натуральное число, после чего

кузнечик прыгает на это число клеток влево или вправо (по сво-

ему выбору).  При каких N можно называть числа так,  чтобы га-

рантированно загнать кузнечика в одну из ловушек, где бы он ни

был изначально между ловушками и как бы ни выбирал направления

прыжков? (Мы все время видим, где сидит кузнечик.)

     Ответ. При N = 2k - 1, где k - натуральное число.

     Решение. Занумеруем клетки целыми числами по порядку так,

чтобы ловушки получили номера 0 и N + 1.

     Пусть N  + 1= 2k.  Будем каждый раз называть расстояние d

до ближайшей ловушки.  Ясно, что наибольшая степень двойки, на

которую делится d,  меньше k. Если кузнечик прыгнет в противо-

положную сторону и не попадет в ловушку, то он останется между

ловушками,  и  расстояние до одной из ловушек станет 2d,  а до

другой 2k - 2d.  Оба этих расстояния делятся на вдвое  большую

степень  двойки.  Рано или поздно расстояния разделятся на 2k,

что и означает попадание в ловушку.

     Пусть, наоборот,  N + 1 = 2kt,  где t нечетно и больше 1.

Объявим ловушками все клетки с  номерами,  кратными  t.  Пусть

кузнечик стоит не в ловушке.  Заметим, что он не стоит и ровно

посредине между двумя ловушками, поскольку все числа вида либо

нецелые,  либо кратны t.  Значит,  при любом названном числе у

кузнечика есть прыжок не в ловушку.

     7.4. [6] Несколько (конечное число) точек плоскости окра-

шены в четыре цвета,  причем есть точки каждого цвета. Никакие

три из этих точек не лежат на одной прямой. Докажите, что най-

дутся три разных (возможно, пересекающихся) треугольника, каж-

дый из которых имеет вершины трех разных цветов и  не содержит

внутри себя окрашенных точек.

     Решение. Рассмотрим треугольник,  наименьший (по площади)

среди треугольников с вершинами трех разных цветов. Внутри не-

го нет окрашенных точек (если бы такая была, то, соединив ее с

вершинами двух других цветов, мы получили бы меньший треуголь-

ник).  Пусть это оказался треугольник с вершинами 1-го, 2-го и

3-го цветов.

     Теперь рассмотрим наименьший  "разноцветный" треугольник,

имеющий  вершину  4-го  цвета.  Без ограничения общности можно

считать,  что это треугольник с вершинами 1-го,  2-го  и  4-го

цветов. Внутри него не может быть точек этих трех цветов. Но и

точки 3-го цвета быть не может: соединив ее с вершинами 1-го и

4-го  цветов,  мы бы получили меньший по площади треугольник с

вершиной 4-го цвета.

     Наконец рассмотрим наименьший "разноцветный" треугольник,

имеющий вершины 3-го и 4-го цветов. Аналогично показываем, что

и внутри него нет окрашенных точек.

     Итак, мы нашли искомые треугольники.

     7.5. [7] По кругу стоят 99 детей,  изначально  у  каждого

есть  мячик.  Ежеминутно  каждый ребенок с мячиком кидает свой

мячик одному из двух соседей;  при этом, если два мячика попа-

дают  к одному ребенку,  то один из этих мячиков теряется без-

возвратно. Через какое наименьшее время у детей может остаться

только один мячик?

     Ответ. Через 98 минут (уточняем  условие:  первый  бросок

происходит в  конце  (а не вначале) первой минуты,  второй - в

конце второй минуты и т.д.).

     Решение. Занумеруем  детей и мячики по часовой стрелке от

1 до 99.

     Покажем, что ответ 98 возможен.

     На каждом нечетном шагу (включая первый) первый мячик пе-

ребрасывается от 1-го ребенка ко 2-му,  а на четных шагах - от

2-го к 1-му;  остальные мячики, брошенные этим детям, пропада-

ют.

     Остальные мячики с  нечетными  номерами  на  каждом  шагу

перекидываются против часовой стрелки,  а мячики с четными но-

мерами - по часовой стрелке.

     Мячики с  нечетными  номерами попадают второму ребенку на

нечетных шагах,  при этом первый мячик не пропадает, а осталь-

ные пропадают.  Мячик с номером 99 пропадает на 97-м шагу, ос-

тальные мячики с нечетными номерами - раньше.

     Аналогично, мячики  с  четными  номерами попадают первому

ребенку на четных шагах,  одновременно с мячиком номер 1, про-

шенным  вторым ребенком.  При этом мячик с номером 2 пропадает

на 98-м шагу, остальные мячики с четными номерами - раньше.

     Покажем, что через n минут,  если n < 98,  мячиков всегда

будет больше одного.

     Нам удобнее считать, что мячики не теряются, а склеивают-

ся (с сохранением всех номеров),  и собираются в конце у  1-го

ребенка.

     Допустим, что n нечетно.

     Тогда каждый мячик должен оказаться у первого ребенка че-

рез n минут, то есть через нечетное число минут, иначе через n

минут этот мячик с места первого ребенка уйдет.  Для этого мя-

чик номер один должен пройти полный круг, на что ему необходи-

мо  не меньше 99 минут (ровно 99 минут,  если он двигается все

время в одну сторону).

     Допустим, что n четно. Тогда первому мячику обходить пол-

ный круг необязательно,  но второй мячик должен обойти  полный

круг без  одного шага,  иначе он попадает на место первого ре-

бенка через нечетное число минут,  а через n минут он с  этого

места уйдет. На такой путь второму мячику необходимо 98 минут.

     Итак, во всех случаях меньше,  чем через 98 минут,  число

мячиков будет больше одного.

     7.6. [7] Существуют ли такие натуральные числа a,  b,  c,

d, что a/b + c/d = 1, a/d + c/b = 2008?

     Ответ - существуют.

     Решение. Положим x = 1/b,  y = 1/d. Решим систему уравне-

ний
    ax + cy = 1

    cx + ay = 2008

относительно x и y.

                             ax = 1 - cy;

                              x = (1-cy)/a;

                 c(1-cy)/a + ay = 2008;

             (c - c^2*y)/a + ay = 2008;

                   y(a - c^2/a) = 2008 - c/a;

     y = (2008 - c/a)/(a-c^2/a) = (2008a - c)/(a^2-c^2).

                   x = (1-cy)/a = (1-c(2008a-c)/(a^2-c^2))/a =

                                = (a^2-c^2-2008ac+c^2)/(a(a^2-c^2)) =

                                = (a-2008c)/(a^2-c^2).

1/x и 1/y должны быть натуральными числами. Если взять a = 2009, c = 1,

то 1/x = 2009^2-1 - натуральное число. Заметим, что если мы увеличим

a и c в k раз, то x и y увеличатся в k раз, и уравнения системы

останутся выполненными. Значит, если взять k = 2008*2009-1, то 1/y

станет целым, а 1/x останется целым. Числа получатся такие:

     a = 2009(2008*2009 - 1), b = 2008*2010(2008*2009 - 1),

     c = 2008*2009 - 1, d = 2008*2010.

     7.7. [8]  В выпуклом четырехугольнике ABCD нет параллель-

ных сторон.  Углы,  образованные сторонами четырехугольника  с

диагональю AC,  равны (в каком-то порядке) 16o,  19o, 55o и

55o.  Каким может быть острый угол между диагоналями AC и BD?

     Ответ. 87 градусов.

     Решение. Пусть E - точка пересечения  диагоналей.  Доста-

точно рассмотреть два варианта расположения углов (угол в этом

тексте обозначается < ).

     1) <BAC = <DAC = 55o,  <BCA = 19o, <DCA = 16o. Пусть I

- точка пересечения биссектрис треугольника ABD. Четырехуголь-

ник BCDI вписанный, (так как <BID = 180o - <IBE - <IDE =

180o - (<ABE + <ADE)/2 = 180o - (180o - 2*55o)/2 =

= 180o - 35o = 145o; <BID + <BCD = 145o + 35o = 180o).

Поэтому <DBI = <DCI = <DCA = 16o.

Значит,  <ABD = 32o,  и  <AED = <ABD + <BAC = 87o.

     2) <BAC = <BCA= 55o, <DAC = 19o, <DCA = 16o.  Тогда
<ADC = 145o, <ABC = 70o.

     Рассмотрим описанную окружность треугольника  ADC.  Центр

этой окружности является вершиной равнобедренного треугольника

с основанием AC и углом при вершине,  равным 2*(180o - 145o)

= 70o, то есть совпадает с точкой B. Поэтому

<ABD = 2 <DCA = 32o,  и  <AED = <ABD + <BAC = 87o.
