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Решения задач

Весенний тур

Тренировочный вариант,  8-9 классы

1.1. [3] В треугольнике ABC биссектриса угла A, серединный перпендикуляр к стороне AB и вы​сота, опущенная из вершины B, пересекаются в одной точке. Доказать, что биссектриса угла A, се​рединный перпендикуляр к AC и высота, опущенная из C, также пересекаются в одной точке. (П.Кожевников)

Решение: Пусть BK – высота, M – середина AB. Из условия  AK = AM = 1/2AB   (   (A = 60(. Осталось обратить рассуждение со сменой обозначений.

1.2. [3] Найти все натуральные n, для которых найдутся n идущих подряд натуральных чисел, сумма которых простое число. (Г.Гальперин)

Решение: n = 1, 2.  Например,  2 + 3 = 5.  Если  n > 2,  то при нечетном n указанная сумма делится на n, а при четном – на  a1 + an,  причем в обоих случаяк частное больше 1.

1.3. В сосуде A – 3 л сиропа, в сосуде B – n л воды, сосуд C пуст. Разрешаются следующие операции (в любом количестве и порядке):

вылить всю жидкость из любого сосуда в раковину или другой сосуд;
перелить часть жидкости из одного сосуда во второй так, чтобы объемы жидкости во втором и третьем (не участвующем в операции) сосудах сравнялись.

Требуется получить 10 л разбавленного 30-процентного сиропа.

  a) [3] Доказать, что это можно сделать при  n = 20.

  б) [2] Найти все целые n, при которых это возможно. (А.Шаповалов)

Решение:
a) Перельем из B в C 3 л воды и выльем ее (из C) в раковину; повторим эту операцию несколько раз, пока в B не останется 5 л воды, причем в последний раз перельем воду из C не в раковину , а в A. Теперь в A – 6 л 50% сиропа, а C снова пуст. Перельем 5 л из A в C. Теперь можно перелить 4 л воды из В в А, а оставшийся в B литр вылить в раковину. Осталось вернуть 5 л смеси из C в А, где образуется 10 л 30% сиропа.

б) Все некратные 3 числа, большие 6. Заметим, что указанный в а) алгоритм годится для всех  n ( 2 (mod 3).  Если  n ( 1 (mod 3),  то алгоритм еще проще: с помощью C выливаем из В по 3 л в раковину, пока в В не останется 7 л; после чего переливаем их в А.

Если же n кратно 3, то в начале объем жидкости в каждом сосуде кратен 3. Разрешен​ные операции не могут испортить это свойство, поэтому получить 10 л жидкости (незави​симо от ее состава) в одном сосуде невозможно.

1.4. [5] К натуральному числу a > 1  приписали это же число и получили число b, кратное  a2. Найти все возможные значения числа 

. (И.Богданов)

Решение: Если число a n-значно, то  

.  Ясно, что  a ( 10n–1,  значит,  1 < 

 < 10.  Число  10n + 1  (а тем более, частное) не делится ни на 2, ни на 3 (сумма цифр равна 2), ни на 5, поэтому единственное возможное частное – 7. Такое частное можно получить, например, при  a = 143 = 

.

1.5. [6] Два 10-значных числа назовем соседними, если они различаются только одной цифрой в каком-то из разрядов. Какое наибольшее количество десятизначных чисел мож​но выписать так, чтобы никакие два из них не были соседними? (Д.Калинин)

Решение: 9(108. Рассмотрим на множестве 10-значных чисел отображение f, которое увеличивает последнюю цифру на 1, а если она равна 9, заменяет ее нулем. Заметим, что если мно​жество M хорошее (т.е. состоит из попарно не соседних чисел), то и множества M, f(M), f (2)(M) = f(f(M)), …, f (9)(M) хорошие. Более того, эти множества попарно не пересека​ются, поскольку f (k) переводит каждое число в соседнее.

Поэтому хорошее множество не может содержать более 1/10 количества всех 10-знач​ных чисел (а их 9(109). С другой стороны, если в качестве взять M множество всех 
10-значных чисел с суммой цифр, кратной 10 (оно, очевидно, хорошее), то множества M, f(M), …, f (9)(M) содержат все 10-значные числа. Следовательно, каждое из них состоит из  9(108 элементов.

Тренировочный вариант,  10-11 классы

2.1. [4] Звенья AB, BC и CD ломаной ABCD равны по длине и касаются некоторой окруж​ности с центром O. Д/ч точка K касания этой окружности со звеном BC, точка O и точка пересечения прямых AC и BD лежат на одной прямой. (М.Макаров)

Решение: BO – биссектриса равнобедренного тр-ка ABC   (   BO ( AC.  Аналогично  CO ( BD. Таким образом, прямые CA, BD и OK – высоты тр-ка BOC.

2.2. [4] См. 1.4.

2.3. [4] Периметр выпуклого 4-угольника равен 2004, одна из диагоналей равна 1001. Мо​жет ли 2-я диагональ быть равна  а) 1;  б) 2;  в) 1001? (А.Толпыго)

Решение: 

а) Нет. Из неравенства тр-ка легко следует, что сумма диагоналей больше полупери​метра.

б) Да. Рассмотрим дельтоид с диагоналями длины 1001 и 2. При движении меньшей диагонали вдоль большей от ее конца к середине пеериметр меняется от

2 + 

 > 2004  до  

 < 2004.  Поэтому при некотором положении диа​гонали периметр равен 2004.

в) Да. Рассмотрим прямоугольник с диагоналями длины 1001. При изменении угла между диагоналями от 0( до 90( периметр изменяется от 2002 до 

 > 2004.  Поэто​му найдется угол, при котором периметр равен 2004.

2.4. [5] Известно, что среди членов некоторой арифметической прогрессии a1, a2, a3, a4, ... есть числа 

, 

 и 

. Д/ч эта прогрессия состоит из целых чисел. (А.Быстриков)

Решение: a3 – a2 = a2 – a1 = d  – разность прогрессии.  a1 + a2 = 

  и  a2 + a3 = 

 – целые числа   (   a3 – a1 = 2d  – целое, а d – целое или полуцелое. Таким же будет число 2a1 = (a1 + a2) – d.  Итак, возможны 3 случая: a1 и d (а значит, и все члены прогрессии) – целые; d – целое, a1 – полуцелое; d – полуцелое, a1 – дробь со знаменателем 4. Но в по​следних двух случаях  

 – a1  – не “кратно”d.

2.5. [5] См. 1.5.

Основной вариант,  9-10 классы

3.1. [4] Конечная арифметическая прогрессия состоит из целых чисел, и ее сумма – сте​пень двойки. Докажите, что количество членов прогрессии – тоже степень двойки.
Указание: Удвоенная сумма прогрессии делится на количество членов.

3.2. [5] Какое максимальное число шашек можно расставить на доске 8(8 так, чтобы каж​дая была под боем? (Если поля X, Y, Z стоят одно за другим по диагонали, шашка a стоит на X, b – на Y, и поле Z свободно, то шашка b под боем).
Решение: Ответ 32. Шашки, очевидно, нельзя ставить на граничные поля (а их 28). Разобьем остав​шийся квадрат 6(6 на 4 квадрата 3(3. В каждом из этих квадратов должно быть хотя бы одно свободное поле (иначе шашка, стоящая в его центре, не атакована). Итого, должны быть свободны не менее 32 полей.

32 шашки расставить можно: например, оставив свободными все граничные и 4 цент​ральных поля.

3.3. [5] Курс акций компании “Рога и копыта” повышается или понижается каждый раз на n процентов, где n – фиксированное целое число,  0 < n < 100  (курс вычисляется с не​ограниченной точностью). Существует ли n, для которого курс акций может дважды при​нять одно и то же значение?
Решение: ответ: «нет». Если это произошло после k повышений и l понижений, то

(100 + n)k(100 – n)l = 100k+l.  Один из множителей в левой части четен   (   n четно. По той же причине n кратно 5   (   n = 10m.  Подставляя, получим  (10 + m)k(10 – m)l = 10k+l.  Аналогично доказываем, что m кратно 10   (   n делится на 100. Противоречие.

3.4. [6] 2 окружности пересекаются в точках A и B. Их общая касательная (та, которая ближе к точке B) касается окружностей в точках E и F. Прямая AB пересекает прямую EF в точке M. На продолжении AM за точку M выбрана точка K так, что  KM = MA.  Прямая KE вторично пересекает окружность, содержащую точку E, в точке C. Прямая KF вторич​но пересекает окружность, содержащую точку F, в точке D. Доказать что точки C, D и A лежат на одной прямой.

Решение: ME2 = MB(MA = MF2   (   ME = MF   (   ME(MF = MB(MA = MB(MK   (   4-угольник BEKF вписанный.

(BAC + (BAD = (BEK + (BFK = 180(   (   точки C, D и A лежат на одной прямой.

3.5. [6] Имеется биллиардный стол в виде многоугольника (не обязательно выпуклого), у которого каждые соседние стороны перпендикулярны друг другу. В вершинах находятся точечные лузы, попав в которые шарик проваливается. Из вершины A с внутренним уг​лом 90( вылетает точечный шарик и движется внутри многоугольника, отражаясь от сто​рон по закону “угол падения равен углу отражения”. Доказать, что он никогда не вернется в вер​шину A.

Решение: Если шар вылетает “вдоль борта”, то он сваливается в ближайшую лузу. В противном случае угол между фиксированной стороной и отрезками пути шара постоянен (он не ме​няется при отражениях). Существует лишь один луч “внутри” стола с таким направлени​ем и вершиной в A   (   шар мог вернуться в A только по той же прямой, по которой вы​летел, т.е. в этом случае 1-й и последний отрезки пути шара совпадают. Но тогда 2-й и предпоследний отрезки также совпадают… Итак, путь шара состоит из четного числа отрезков. Но в нужном для возврата направлении шар двигается на нечетных отрезках. Противоречие.

3.6. [7] Первоначально на доске написано число 2004!. 2 игрока ходят по очереди. Игрок в свой ход вычитает из написанного числа какое-нибудь натуральное число, которое име​ет не более 20 простых делителей (так, чтобы разность была неотрицательна), записывает на доске эту разность, а старое число стирает. Выигрывает тот, кто получит 0. Кто из играющих – начинающий, или его соперник, – может гарантировать себе победу, и как ему следует играть?

Решение: 2-й. Пусть P – произведение 21 наименьших простых чисел. 2004! делится на P. 1-й не может вычесть число, кратное P, поэтому после его хода останется число, дающее при делении на P ненулевой остаток r. 2-й вычитает этот остаток (любое число, имеющее более 20 простых делителей, ( P, поэтому r не таково) и, тем самым, снова оставляет на доске число, кратное P. Далее он повторяет эту же стратегию. 1-й не может выиграть: после каждого его хода на доске остается число, не кратное P, тем более, не равное нулю.
Основной вариант,  11-12 классы

4.1. [4] См. 3.3.

4.2. [6] Имеется биллиардный стол в виде многоугольника (не обязательно выпуклого), у которого все углы составляют целое число градусов, а угол A – в точности 1(. В вер​шинах находятся точечные лузы, попав в которые шарик проваливается. Из вершины A вылетает точечный шарик и движется внутри многоугольника, отражаясь от сторон по закону “угол падения равен углу отражения”. Докажите, что он никогда не вернется в вершину A.

Решение: Если шар вылетает “вдоль борта”, то он сваливается в ближайшую лузу.

В противном случае угол ( между 1-м отрезком пути шара и стороной AB – не “целый” (меньше 1(). Если некоторый отрезок пути составляет угол ( со стороной AB, то следую​щий отрезок (после отражения от стороны XY) составляет со стороной AB угол  2m( – (, где m – некоторое целое число (в этом проще всего убедиться, отразив оба отрезка пути, а также сторону AB относительно прямой XY). Следовательно, каждый из отрезков пути составляет с AB угол вида  2n( ( (,  причем выбор знака зависит от четности. Поэтому вернуться в вершину шар может только по той же прямой, по которой вылетел, причем после четного числа отражений. Далее см. решение 3.5.

4.3. [6] Прямоугольная проекция треугольной пирамиды на некоторую плоскость имеет максимально возможную площадь. Доказать, что эта плоскость параллельна либо одной из граней, либо двум скрещивающимся ребрам пирамиды.

Решение: Пусть A1, B1, C1, D1 – проекции вершин A, B, C, D пирамиды. Эта проекция может быть выпуклым 4-угольником с вершинами A1, B1, C1, D1 или тр-ком (если, например, точка D1 находится внутри тр-ка A1B1C1). Таким образом, “максимально возможная площадь про​екции” равна наибольшему из 7 чисел: наибольших значений площадей тр-ков A1B1C1, A1B1D1, A1C1D1, B1C1D1 и наибольших значений площадей 4-угольников A1B1C1D1, A1B1D1C1, A1C1B1D1 (возможно, невыпуклых).

Наибольшее значение 

 достигается, когда плоскость проекции параллельна грани ABC (ибо  

 = SABC cos (,  где ( – угол между плоскостями A1B1C1 и ABC).
Как известно,  

= 2

,  где K1, L1, M1, N1 – середины сторон A1B1, B1C1, C1D1, D1A1, т.е. проекции середин K, L, M, N ребер AB, BC, CD, DA. KLMN – пар-мм, стороны которого параллельны ребрам AC и BD (см. задачу 4.6; в частности, точки K, L, M, N лежат в одной плоскости). Следовательно,  

 = 2SKLMN cos (  и максимальна, когда плоскость проекции параллельна плоскости KLMN, т.е. ребрам AC и BD.

4.4. [6] См. 3.6

4.5. [7] На плоскости даны парабола  y = x2  и окружность, имеющие ровно 2 общие точ​ки: A и B. Оказалось, что касательные к окружности и параболе в точке A совпадают. Обязательно ли тогда касательные к окружности и параболе в точке B также совпадают?

Решение: Нет. Приведем контрпример. Рассмотрим окружность (x – a)2 + (y – b)2 – r2 = 0, соответству​ющую условию для точек A(1, 1) и B(–3, 9)  (такая окружность существует: ее центр нахо​дится на пересечении нормали к параболе в точке A и серединного перпендикуляра к AB).
При подстановке  y = x2  в уравнение окружности мы получим уравнение 4-й степени, не содержащее члена 3-й степени   (   сумма корней равна нулю. Мы знаем 3 корня этого уравнения  x1,2 = 1  (в силу касания этот корень кратный),  x3 = –3.  Отсюда  x4 = 1,  т.е. в B касания нет (корень x3 не кратный), и других точек пересечения также нет.

Замечание для сомневающихся. Доказать, что если касательные к окружности  f(x, y) = 0  и па​раболе  y = x2  в точке M(x0,

) совпадают, то x0 – кратный корень уравнения  f(x, x2) = 0.

Заметим, что  f(x, y) – f(x, z)  делится на  y – z  (это видно, например, из формулы раз​ности квадратов). Пусть  y = g(x)  – уравнение общей касательной (g – линейная функция). Эта касательная имеет как с окружностью, так и с параболой единственную общую точку M, поэтому x0 – кратный корень квадратных уравнений  x2 – g(x) = 0 и  f(x, g(x)) = 0.

f(x, x2) = f(x, g(x)) + (f(x, x2) – f(x, g(x))).  Первое слагаемое делится на  (x – x0)2,  второе – на  x2 – g(x),  что в свою очередь делится на  (x – x0)2   (   f(x, x2) делится на (x – x0)2.

4.6. Перед экстрасенсом кладут колоду из 36 карт рубашкой вверх. Он называет масть верхней карты, после чего карту открывают, показывают ему и откладывают в сторону. После этого экстрасенс называют масть следующей карты, и т.д. Задача экстрасенса – уга​дать масть как можно большее число раз. На деле рубашки карт несимметричны, и экст​расенс видит, в каком из 2 положений лежит верхняя карта. Колода подготовлена подкуп​ленным служащим. Служащий знает порядок карт в колоде, и хотя изменить его не мо​жет, зато может подсказать, располагая рубашки карт так или иначе согласно договорен​ности. Может ли экстрасенс с помощью такой подсказки гарантированно обеспечить уга​дывание масти

  a) [3] более чем у половины карт?

  б) [5] не менее чем у 20 карт?

Решение:

а) Да. 1-ми 2 рубашками можно “закодировать” масть 2-й карты, следующими 2-мя – масть 4-й и т.д. Когда в колоде остались 2 карты достаточно закодировать лишь их по​рядок, что можно сделать при помощи рубашки 35-й карты.

б) Да. Рассмотрим 17 карт: все нечётные карты, кроме 1-й и 35-й, и 2-ю карту. Среди них найдутся 5 карт одной масти. Назовём эту масть основной. 1-ми 2 рубашками помощ​ник кодирует основную масть. Экстрасенс называет основную масть на каждую из указан​ных 17 карт, тем самым угадывая не менее 5 из них. Кроме того, по методу а) он угадает масти всех четных карт, начиная с 4-й и масть 35-й карты. Итого,  17 + 5 = 23.

2-й способ. 1-ми 2 рубашками кодируется масть 2-й карты, если 24-я карта красная, и 3-й, если 24-я карта – черная. Экстрасенс называет эту масть и на 2-ю и на 3-ю карту. Если они одной масти, то он угадывает обе, если же разной – то одну, но при этом узнает цвет 24-й карты. В дальнейшем рубашкой 24-й карты кодируется недостающая информа​ция о ней. Так из 3 карт – 2-й, 3-й и 24-й – угадываются, как минимум, две.

Аналогично, угадываются по две из 4-й, 5-й и 25-й карт (используются 3-я и 4-я ру​башки); …, из 22-й, 23-й и 34-й карт. Итого 22 карты + (см. а)) 2 последние – 24 карты.
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