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Ýòîò ïðîåêò ïîñâÿùåí òåîðåìå Êýëè î ÷èñëå äåðåâüåâ. Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ. Òåîðåìà
óòâåðæäàåò, ÷òî ÷èñëî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè ðàâíî nn−2. Èçâåñòíî ìíîãî äîêàçàòåëüñòâ
ýòîé òåîðåìû, íàøåé öåëüþ áóäåò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íåêîòîðûìè èç íèõ è èçó÷èòü ïðèëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäîâ ê ýòîé òåîðåìå.

Â êàæäîì ïðîåêòå åñòü äîâîëüíî ñëîæíûå çàäà÷è. Ïî ïðàâèëàì êîíôåðåíöèè çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü,
îáúåäèíèâøèñü â êîìàíäû; çàäà÷è ðàçíûõ ïðîåêòîâ ìîæíî ðåøàòü â ñîñòàâå ðàçíûõ êîìàíä. Ìû ñîâåòóåì
âàì íàéòè ïîïóò÷èêîâ, ñ êîòîðûìè âàì áûëî áû èíòåðåñíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ, îïèñàííûå â ýòîì
ïðîåêòå.

Çàäà÷è äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ãðàôû ñ ¾îáåçëè÷åííûìè¿ âåðøèíàìè � íàïðèìåð, âåð-
øèíû � ýòî êàêèå-òî ãîðîäà, à ðåáðà � äîðîãè ìåæäó íèìè, èëè âåðøèíû � ýòî ëþäè (îáû÷íî áåçûìÿííûå),
à ðåáðà � ýòî çíàêîìñòâà è ò.ï. Â çàäà÷àõ î ïåðå÷èñëåíèè ãðàôîâ ïðèíÿòà äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ � âñå âåðøè-
íû ãðàôà äîëæíû áûòü ¾èíäèâèäóàëüíû¿. ×òîáû íå áûëî äèññîíàíñà â òåðìèíîëîãèè, ìû ââåäåì ïîíÿòèå
¾ïîìå÷åííûé ãðàô¿.

Ïóñòü [n] = {1, 2, . . . , n}. Äåðåâî (èëè âîîáùå ïðîèçâîëüíûé ãðàô) íà n âåðøèíàõ, âåðøèíû êîòîðîãî
ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n, íàçûâàåòñÿ ïîìå÷åííûì äåðåâîì (ñîîòâåòñòâåííî ïîìå÷åííûì ãðàôîì).
×òîáû ïîñòðîèòü ïîìå÷åííîå äåðåâî, ìîæíî âçÿòü äåðåâî è ðàññòàâèòü â åãî âåðøèíàõ ÷èñëà, èëè íàîáîðîò:
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî [n] � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, è ìû ðèñóåì ãðàô-äåðåâî, ñîåäèíÿÿ ýòè
âåðøèíû ðåáðàìè. Ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn.

Äâà (íåïîìå÷åííûõ) ãðàôàG1 èG2 ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V1 è V2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (èëè, ïîïðî-
ñòó ãîâîðÿ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : V1 → V2,
÷òî âåðøèíû A, B ∈ V1 ñîåäèíåíû ðåáðîì â G1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(A) è f(B) ñîåäèíåíû ðåáðîì
â G2. Íàïðèìåð, ëþáîå äåðåâî ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè èçîìîðôíî ëèáî äåðåâó ¾êóðèíàÿ ëàïà¿, ëèáî äåðåâó
¾ïóòü äëèíû òðè¿. Â ñëó÷àå, êîãäà G1 è G2 � ïîìå÷åííûå ãðàôû, V1 = V2 = [n] è â êà÷åñòâå f â ýòîì
îïðåäåëåíèè áåðóò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàçäåëå ¾Çàäà÷è äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà¿ òåîðåìà Êýëè íå
äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ. Â ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷ ÷åðåç Tn îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ
íà n âåðøèíàõ, è âîïðîñ î íàõîæäåíèè ýòîé âåëè÷èíû íå ñòàâèòñÿ. Íóìåðàöèÿ çàäà÷ äàíà â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîñëåäóþùèìè ðàçäåëàìè.

1.1. Ãðàô íàçûâàåòñÿ óíèöèêëè÷åñêèì, åñëè îí ñâÿçíûé è ñîäåðæèò ðîâíî îäèí öèêë. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñî 100 âåðøèíàìè áîëüøå, ÷åì ïîìå÷åííûõ óíèöèêëè÷åñêèõ
ãðàôîâ ñ 98 âåðøèíàìè.

1.2. Ïîñòðîéòå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ñîñòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà [n] â ñåáÿ, è ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà
n âåðøèíàõ, â êîòîðûõ îäíà âåðøèíà ñíàáæåíà êðàñíîé ìåòêîé è îäíà � ñèíåé ìåòêîé
(ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îáå ìåòêè ïîñòàâëåíû âîçëå îäíîé è òîé æå âåðøèíû).

1.3. Ñóùåñòâóåò nn−1 ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà [n− 1] â [n]. Äîêàæèòå òîæäå-
ñòâî

n∑
j=1

Cj−1
n−1(n− j)n−jTj = nn−1,

ðàçáèâ ìíîæåñòâî ýòèõ îòîáðàæåíèé íà n ÷àñòåé òàê, ÷òîáû j-å ñëàãàåìîå îêàçàëîñü ðàâíî
êîëè÷åñòâó îòîáðàæåíèé â j-é ÷àñòè.
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3.1. Äåðåâî ñ n âåðøèíàìè, ðåáðà êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n− 1, íàçûâà-
åòñÿ ðåáåðíî ïîìå÷åííûì. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò 4 ðàçëè÷íûõ ðåáåðíî ïîìå÷åííûõ äåðåâà
íà 4 âåðøèíàõ � ñì. ðèñ. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðåáåðíî ïîìå-
÷åííûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ ðàâíî 1

n
Tn.

2
3

4 2 3 4 1 3 2 2 1 3

Ðèñ. 1. Ðåáåðíî ïîìå÷åííûå êóðëàïà è ïóòè äëèíû 3

Åñëè ìû âûäåëèëè â äåðåâå (ïîìå÷åííîì èëè íåò) îäíó èç âåðøèí, òî áóäåì íàçûâàòü òàêîå äåðåâî
êîðíåâûì, à ñàìó îòìå÷åííóþ âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü êîðíåì. Åñëè æå íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
íè îäíà èç âåðøèí íàìè íå âûäåëåíà, áóäåì íàçûâàòü òàêîå äåðåâî ñâîáîäíûì. Ëèñòîì äåðåâà íàçûâàåòñÿ
âåðøèíà ñòåïåíè 1, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà äåðåâî êîðíåâîå è êîðåíü èìååò ñòåïåíü 1, â ýòîì ñëó÷àå
êîðåíü ëèñòîì íå ñ÷èòàåòñÿ. Ëåñ � ýòî ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fk
n ìíîæåñòâî ëåñîâ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [n], ñîñòîÿùèõ èç k êîðíåâûõ äåðåâüåâ

ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k, ïðè÷åì òàêèõ, ó êîòîðûõ âåðøèíà n íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1 (ðèñ. 2).

1 2 3

4 5

1 2 3

45

1 2 3

45

1 2 3

4

5

1 2 3

4

5

Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâî ëåñîâ F3
5 . Ìû îðèåíòèðîâàëè ðåáðà ¾îò ïåðèôåðèè ê êîðíþ¿

Ìíîæåñòâà ìû îáîçíà÷àåì ¾ðóêîïèñíûìè¿ áóêâàìè. ×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå
áóêâîé â êóðñèâíîì íà÷åðòàíèè. Òàê ÷èñëî â ìíîæåñòâå Fk

n áóäåì îáîçíà÷àòü F k
n .

1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2 6 k 6 n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

F k−1
n = nF k

n .

1.5. Ïóñòü V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s}, V = V1 ∪ V2 = [r + s]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fkr,s
ìíîæåñòâî ëåñîâ, ñîñòîÿùèõ èç k êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ñ êîðíÿìè 1,
2, . . . , k, ó êîòîðûõ âåðøèíà r + 1 íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1, à ó êàæäîãî ðåáðà îäíà
âåðøèíà èç ìíîæåñòâà V1, à äðóãàÿ � èç ìíîæåñòâà V2. Ïðèäóìàéòå ðåêóðñèþ (ïî k) äëÿ
âåëè÷èíû F k

r,s

Âäîëü óëèöû ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì ðàñïîëîæåíî n ìåñò äëÿ ïàðêîâêè àâòîìîáèëÿ. Íà óëèöó
âúåçæàþò ïîñëåäîâàòåëüíî n àâòîìîáèëåé ñ íîìåðàìè îò 1 äî n â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäûé âîäèòåëü
åäåò ê ñâîåìó ëþáèìîìó ìåñòó ïàðêîâêè è, åñëè îíî íå çàíÿòî, ïðèïàðêîâûâàåòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îí åäåò äàëüøå äî ïåðâîãî ñâîáîäíîãî ìåñòà è ïðèïàðêîâûâàåòñÿ òàì, åñëè æå âñå ìåñòà äàëüøå çàíÿòû,
îí óåçæàåò (íàñîâñåì). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåäïî÷òåíèé íàçîâåì ñïèñîê a1, a2, . . . , an ëþáèìûõ ìåñò
ïàðêîâêè ïåðâîãî, âòîðîãî, . . . , n-ãî âîäèòåëÿ.

4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò (n+ 1)n−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé, äëÿ êîòîðûõ
âñå âîäèòåëè ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ.

4.2. Äîêàæèòå, ÷òî óñïåõ èëè íåóñïåõ ïàðêîâêè íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà,
â êîòîðîì ïðèáûâàþò ìàøèíû.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ëåæèò â ñòîðîíå îò íàøåãî ñþæåòà. Íî îíà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, êàêèå çàòðóäíåíèÿ
ìîãóò âîçíèêíóòü, åñëè ìû ñòàíåì ïåðå÷èñëÿòü íåïîìå÷åííûå äåðåâüÿ.

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ (ò. å. íåèçîìîðôíûõ äðóã äðóãó) íåïîìå÷åííûõ
äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè ìåíüøå 4n.
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1 Ðåêóðñèè, òîæäåñòâà, áèåêöèè

1.6. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé (èíòåðïðåòèðóÿ ÷èñëà Ti êàê êî-

ëè÷åñòâà äåðåâüåâ), ÷òî ïðè n > 1 a) Tn =
n

2

n−2∑
k=0

Ck
n−2Tk+1Tn−k−1;

b) Ñâåäèòå ýòó ôîðìóëó, à òàêæå ôîðìóëû èç çàäà÷ 1.3 è 5.1 a) äðóã ê äðóãó àëãåáðàè-
÷åñêè.

1.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n, k) ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè,
â êîòîðûõ êîðåíü � âåðøèíà 1 � èìååò ñòåïåíü k. Äîêàæèòå, ÷òî

(n− 1)(k − 1)T (n, k) = (n− k)T (n, k − 1).

¾Òðåóãîëüíûì äåðåâîì¿ íàçîâåì ãðàô, îïðåäåëåÿìûé ïî èíäóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñàìîå ìàëåíü-
êîå òðåóãîëüíîå äåðåâî âîïðåêè ñâîåìó íàçâàíèþ � ýòî ïîëíûé ãðàô íà äâóõ âåðøèíàõ. Åñëè óæå çàäàíî
êàêîå-íèáóäü òðåóãîëüíîå äåðåâî, ìû ìîæåì âçÿòü ëþáîå ðåáðî AB â íåì, âçÿòü íîâóþ âåðøèíó C è äîáà-
âèòü ê äåðåâó âåðøèíó C è ðåáðà AC, BC. Ïîìå÷åííûì òðåóãîëüíûì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíîå
äåðåâî, ó êîòîðîãî âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n.

Ðèñ. 3. Íåïîìå÷åííûå òðåóãîëüíûå äåðåâüÿ íà 2, 3, 4, 5 è 6 âåðøèíàõ.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 5 èìååòñÿ 2 íåïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâà (ðèñ. 3) è 70 ïîìå÷åííûõ.
Åñëè íåêîòîðîå ðåáðî òðåóãîëüíîãî äåðåâà âûäåëåíî, òî òàêîå äåðåâî áóäåì íàçûâàòü ¾êîðíåâûì¿.

1.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(n, k) ÷èñëî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ íà n âåð-
øèíàõ, ó êîòîðûõ êîðíåâîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò k òðåóãîëüíèêàì. Ïðèäóìàéòå ðåêóðñèþ
(ïî k) äëÿ âåëè÷èíû ∆(n, k).

2 Êîä Ïðþôåðà

Êîä Ïðþôåðà ñîïîñòàâëÿåò äåðåâó c çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Êîä Ïðþôåðà äåðåâà c äâóìÿ âåðøèíàìè � ïóñòîå ñëîâî. Åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí äå-
ðåâà T áîëüøå äâóõ, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç v ëèñò ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì, à ÷åðåç u âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ v.
Òîãäà êîä Ïðþôåðà äåðåâà T ïîëó÷àåòñÿ èç êîäà Ïðþôåðà äåðåâà T − v ïðèïèñûâàíèåì ñëåâà âåðøèíû u.

Ïðîâåðüòå, ÷òî Âû óìååòå ðåøàòü çàäà÷ó 2.1, è çàðåãèñòðèðóéòå ïëþñèê ó æþðè.

2.1. a) Íàéäèòå êîä Ïðþôåðà äåðåâà ñ âåðøèíàìè 1, 2, . . . , 10 è ð¼áðàìè (8,9), (8,4), (4,10),
(10,3), (3,5), (10,6), (10,1), (1,7), (1,2).

b) Âîññòàíîâèòå äåðåâî ïî êîäó Ïðþôåðà 1, 1, 2, 5, 4, 2, 7.
c) Äîêàæèòå, ÷òî êîä Ïðþôåðà îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ìíîæåñòâîì äåðåâüåâ ñ äàííûìè n âåðøèíàìè è ìíîæåñòâîì ñëîâ äëèíû n − 2 èç ýòèõ
âåðøèí.

d) Äîêàæèòå, ÷òî â êîäå Ïðþôåðà âåðøèíà ñòåïåíè d âñòðå÷àåòñÿ d− 1 ðàç.

2.2. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, ó êîòîðûõ
âåðøèíà n ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì (è òåì ñàìûì îíà íå êîðåíü)?

2.3. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n > 10 âåðøèíàìè, ó êîòîðûõ
ñòåïåíü âåðøèíû 1 ðàâíà 10?

2.4. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ óíèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè, èìåþùèõ
öèêë äëèíû k.
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2.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n, k) ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà, ïî îïðåäåëåíèþ îíî ðàâíî
êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà [n] íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïî-

ìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, ðîâíî r èç êîòîðûõ � ëèñòüÿ, ðàâíî
n!

r!
S(n− 2, n− r).

2.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(k1, k2, . . . , kn) ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ñâîáîäíûõ äåðåâüåâ c n âåðøèíàìè,

ó êîòîðûõ ñòåïåíü i-é âåðøèíû ðàâíà ki + 1. Äîêàæèòå, ÷òî τ(k1, k2, . . . , kn) =
(n− 2)!

k1!k2! . . . kn!
.

3 Ðåçóëüòàòû

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ìîæíî ñäàâàòü íåñêîëüêî ðåøåíèé, åñëè îíè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ.

3.3. Âûâåäèòå òåîðåìó Êýëè èç çàäà÷: a) 1.4, b) 1.6, c) 1.7, d) 2.6.

3.4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ëåñîâ, ñ âåðøèíàìè â ìíîæåñòâå [n], ñîñòîÿùèõ èç k êîðíå-
âûõ äåðåâüåâ, ðàâíî Ck−1

n−1n
n−k.

3.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ëåñîâ, ñ âåðøèíàìè â ìíîæåñòâå [n], ñîñòîÿùèõ èç äâóõ
íåêîðíåâûõ äåðåâüåâ, ðàâíî 1

2
nn−4(n− 1)(n− 6).

3.6. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïîëíîì äâóäîëüíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå
Kr,s ñ äîëÿìè V1 = [r] è V2 = {r + 1, . . . , r + s} ðàâíî rs−1sr−1.
3.7. Ïóñòü ∆n � ÷èñëî ïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, Λn � ÷èñëî
êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè è êîðíåâûì ðåáðîì 1�2.

a) Äîêàæèòå, ÷òî Λn = (2n− 3)n−3. b) Íàéäèòå ∆n.

Ïóñòü â ðÿä ðàñïîëîæåíî n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ. Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà � ýòî ïåðåñòàíîâêà, ïå-
ðåìåùàþùàÿ ïðåäìåòû ïî íåêîòîðîìó öèêëó: îäèí ïðåäìåò ñòàâèòñÿ íà ìåñòî äðóãîãî, ýòîò äðóãîé � íà
ìåñòî òðåòüåãî, è ò. ä., ïîñëåäíèé ñòàâèòñÿ íà ìåñòî ïåðâîãî. Òðàíñïîçèöèÿ (ij) � ýòî ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿ-
þùàÿ ìåñòàìè ïðåäìåòû íà i-ì è j-ì ìåñòå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî [n] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí
íåêîòîðîãî ãðàôà, òî òðàíñïîçèöèþ (ij) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó i ñ âåð-
øèíîé j.

Ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïåðåñòàíîâîê s1, s2, . . . , sn−1 îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó, êîòî-
ðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ïåðåñòàíîâîê è îáîçíà÷àåòñÿ s1s2 . . . sn−1. Ïðîèçâåäåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ
ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé, ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, åñëè ïåðåñòàíîâêà s � ýòî òðàíñïîçèöèÿ, ìå-
íÿþùàÿ ìåñòàìè ïðåäìåòû íà ïåðâîì è âòîðîì ìåñòå, à ïåðåñòàíîâêà t � ýòî òðàíñïîçèöèÿ, ìåíÿþùàÿ
ìåñòàìè ïðåäìåòû íà òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ìåñòå, òî ïðîèçâåäåíèÿ st è ts îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïåðå-
ñòàíîâêó ïðåäìåòîâ, è ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

3.8. a) Â ðÿä ðàñïîëîæåíî n ïðåäìåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû-
ïîëíåíèÿ òðàíñïîçèöèé s1, s2, . . . , sn−1 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô, â êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí � ýòî [n], à ìíîæåñòâî ðåáåð � ýòî
s1, s2, . . . , sn−1, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

b) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûì öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà
[n] ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå n− 1 òðàíñïîçèöèé, ðàâíî Tn.
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4 Ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè

Âäîëü óëèöû ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì ðàñïîëîæåíî n ìåñò äëÿ ïàðêîâêè àâòîìîáèëÿ. Íà óëèöó
âúåçæàþò ïîñëåäîâàòåëüíî n àâòîìîáèëåé ñ íîìåðàìè îò 1 äî n â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäûé âîäèòåëü
åäåò ê ñâîåìó ëþáèìîìó ìåñòó ïàðêîâêè è, åñëè îíî íå çàíÿòî, ïðèïàðêîâûâàåòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí
åäåò äàëüøå äî ïåðâîãî ñâîáîäíîãî ìåñòà è ïðèïàðêîâûâàåòñÿ òàì, åñëè æå âñå ìåñòà äàëüøå çàíÿòû, îí
óåçæàåò (íàñîâñåì). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé, äëÿ êîòîðîé âñå âîäèòåëè ñóìåëè ïðèïàðêîâàòüñÿ,
íàçûâàåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn.

4.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèè (a1, a2, . . . , an), äëÿ êîòîðûõ ñîñåäíèå âîäè-
òåëè èìåþò ðàçíûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ò. å. ak 6= ak+1 ïðè k = 1, . . . , n− 1?

4.4. Äîïóñòèì, ÷òî íà óëèöó, ãäå ðàñïîëîæåíî n ìåñò äëÿ ïàðêîâêè, âúåçæàþò ëèøü m < n
ìàøèí. Ñêîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé, äëÿ êîòîðûõ
âñå âîäèòåëè ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ?

4.5.Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî k âîäèòåëåé (1 6 k 6 n)
ïðåäïî÷èòàþò ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå, ðàâíî Ck−1

n−1n
n−k.

4.6. Äëÿ êàæäîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè a = (a1, a2, . . . , an) îïðåäåëèì ðàçíîñòíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü c(a) = (c1, c2, . . . , cn−1) ïî ïðàâèëó

ci = ai+1 − ai (mod n+ 1).

Ñîïîñòàâèì ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè a ïîìå÷åííîå äåðåâî t(a) ñ n + 1 âåðøèíàìè, êîòîðîå
çàäàåòñÿ êîäîì Ïðþôåðà c(a).

Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó Pn è Tn+1.

4.7. Äîêàæèòå, ÷òî (n+ 1)n−1 =
∑

06kn61
06kn−1+kn62

06kn−2+kn−1+kn63
...

06k2+k3+...+kn−1+kn6n−1

n!

(n− k2 − k3 − . . .− kn)!k2!k3! . . . kn!
.

4.8. Áóäåì íàçûâàòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ a = (a1, . . . , an) íàäåæíîé, åñëè ïðè âñåõ j,
1 6 j 6 n− 1, ïî êðàéíåé ìåðå j + 1 âîäèòåëåé ïðåäïî÷èòàþò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâûõ j
ìåñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé äëÿ ïàðêîâêè äëèíû n
ðàâíî (n− 1)n−1.

4.9. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé ñ ïàð-

êîâî÷íûìè ôóíêöèÿìè: Pn+1 =
n∑
k=0

Ck
n+1Pk(n− k)n−k.
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5 Èíâåðñèè íà äåðåâüÿõ è íåóäîáñòâà ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé

5.1. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé:

a) Tn =
n−2∑
k=0

Ck
n−2(k + 1)Tk+1Tn−k−1; b) Pn+1 =

n∑
k=0

Ck
n(k + 1)PkPn−k;

Âîçüìåì ïîìå÷åííîå äåðåâî T ñ n + 1 âåðøèíîé. Âåðøèíó n + 1 íàçíà÷èì êîðíåì è ââåäåì íà ðåáðàõ
äåðåâà íàïðàâëåíèå îò ïåðèôåðèè ê êîðíþ. Ìû ¾ñ÷èòàåì ïðàâèëüíûì¿, êîãäà ìåòêè âåðøèí ðàñòóò ïðè
ïðèáëèæåíèè ê êîðíþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíû i è j îáðàçóþò èíâåðñèþ, 1 6 i < j 6 n, åñëè âåðøèíà
i ëåæèò íà ïóòè, âåäóùåì îò âåðøèíû j ê êîðíþ. Ïåðåáåðåì âñå ïàðû âåðøèí è îáîçíà÷èì ÷åðåç inv(T )
ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé â äåðåâå T . Ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû inv(T ) ðàâíî
n(n−1)

2 , îíî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà T � ýòî ïóòü èç n çâåíüåâ è íóìåðàöèåé âåðøèí n+ 1, 1, 2, . . . , n.

Ïóñòü a = (a1, a2, . . . , an) � ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïàðêîâêè ïåðâûé âîäèòåëü ïðè-
ïàðêîâàëñÿ íà p1-ì ìåñòå, âòîðîé � íà p2-ì ìåñòå è ò. ä. Íàçîâåì âåëè÷èíó

D(a) =

n∑
i=1

(pi − ai) =
n(n+ 1)

2
−

n∑
i=1

ai.

íåóäîáñòâîì ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè a. Ñàìîå áîëüøîå íåóäîáñòâî èìååò ôóíêöèÿ (1, 1, . . . , 1), îíî ðàâíî
n(n−1)

2 .

Ò å î ð åì à. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïðè âñåõ k, 0 6 k 6 n(n−1)
2 , êîëè÷åñòâî

êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n + 1 âåðøèíå ñ êîðíåì n + 1, èìåþùèõ k èíâåðñèé, ðàâíî êîëè÷åñòâó
ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé ñ íåóäîáñòâîì k íà óëèöå ñ n ïàðêîâî÷íûìè ìåñòàìè.

Ââåäåì ìíîãî÷ëåíû Fn(x) è Hn(x), ¾íóìåðóþùèå¿ èíâåðñèè è íåóäîáñòâà:

F0(x) = 1, Fn(x) =
∑

T∈Tn+1

xinv(T ); H0(x) = 1, Hn(x) =
∑
a∈Pn

xD(a),

Áóäåì íàçûâàòü èõ íóìåðàòîð èíâåðñèé è íóìåðàòîð íåóäîáñòâ.

5.2. Ïóñòü T ∗ � ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n + 3 âåðøèíàõ, ó êîòîðûõ
êîðåíü èìååò ñòåïåíü 2 è ïîìå÷åí ÷èñëîì n + 3, à äâà ñûíà êîðíåâîé âåðøèíû ïîìå÷åíû
÷èñëàìè n+ 1 è n+ 2. Âûðàçèòå íóìåðàòîð èíâåðñèé ìíîæåñòâà T ∗

F ∗n(x) =
∑
T∈T ∗

xinv(T )

÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Fi(x).

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Fn(x) è Hn(x) óäîâëåòâîðÿþò ïðè n > 0 îäèíàêîâûì ðå-
êóððåíòíûì ñîîòíîøåíÿì

Fn+1(x) =
n∑
k=0

Ck
n(xk + xk−1 + . . .+ 1)Fk(x)Fn−k(x). (a)

Hn+1(x) =
n∑
k=0

Ck
n(xk + xk−1 + . . .+ 1)Hk(x)Hn−k(x). (b)

Òåîðåìà îá èíâåðñèÿõ è íåóäîáñòâàõ ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷. Íî, âîçìîæíî, âû ñìî-
æåòå ïðåäëîæèòü áèåêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî.

5.4. Äîêàæèòå òåîðåìó îá èíâåðñèÿõ è íåóäîáñòâàõ, ïîñòðîèâ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Tn+1 è Pn, ïðè êîòîðîì äåðåâó ñ j èíâåðñèÿìè ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ íåóäîáñòâîì j.
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6 Ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

Ïîìå÷åííûì ïëîñêèì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü êîðíåâîå ïîìå÷åííîå äåðåâî, ó êîòîðîãî ñûíîâüÿ ëþáîé
âåðøèíû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk

n ìíîæåñòâî ëåñîâ, ñîñòîÿùèõ èç k ïîìå÷åííûõ ïëîñêèõ
äåðåâüåâ íà ìíîæåñòâå [n] ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k, ó êîòîðûõ âåðøèíà n íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1.

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2 6 k 6 n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

P k−1
n = (2n− k)P k

n .

3.9. Ïóñòü n è k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 2 6 k 6 n. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ
íà [n], ó êîòîðûõ ïåðâàÿ è âòîðàÿ âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóòåì äëèíû k − 1.

3.10. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ ëåñîâ â ïîëíîì äâóäîëüíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå
Kr,s, ñîñòîÿùèõ èç k + ` êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k è r + 1, r + 2, . . . , r + `,
ðàâíî (r`+ sk − k`)rs−`−1sr−k−1.
3.11. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïîëíîì òðåõäîëüíîì ïîìå÷åííîì ãðà-
ôå Kr,s,t ñ äîëÿìè V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s} è V3 = {r + s + 1, . . . , r + s + t} ðàâíî
(r + s+ t)(r + s)t−1(s+ t)r−1(t+ r)s−1.

3.12. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n+ 1 âåðøèíå?

Òåòðàýäðàëüíîå äåðåâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíîìó. Ïðîñòåéøåå òåòðàýäðàëü-
íîå äåðåâî (âûðîæäåííîå) � ýòî òðåóãîëüíèê (ïîëíûé ãðàô íà òðåõ âåðøèíàõ), ñëåäóþùåå ïî ñëîæíîñòè �
òåòðàýäð (ïîëíûé ãðàô íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ). Åñëè óæå çàäàíî òåòðàýäðàëüíîå äåðåâî, ìû ìîæåì äîáàâèòü
ê íåìó íîâóþ âåðøèíó, âçÿâ ëþáóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü ëþáîãî èç òåòðàýäðîâ è ïîñòðîèâ íà ýòîé ãðàíè êàê
íà îñíîâàíèè òåòðàýäð ñ íîâîé âåðøèíîé (ðèñ. 4). Ôîðìàëüíî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû äîáàâèëè ê ãðàôó îäíó
íîâóþ âåðøèíó è òðè íîâûõ ðåáðà (è, åñëè õîòèòå, òðè íîâûå òðåóãîëüíûå ãðàíè). Çàìåòèì, ÷òî â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå òåòðàýäðû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ïîäîáíî òîìó êàê â òðåóãîëüíûõ äåðåâüÿõ, èçîáðàæàåìûõ
íà ïëîñêîñòè, ìîãëè ïåðåñåêàòüñÿ òðåóãîëüíèêè.

3.13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîìå÷åííûõ òåòðàýäðàëüíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè?

4.10.Äîêàæèòå, ÷òî (n−1)n−1 =
∑

06kn−161
06kn−2+kn−162

06kn−3+kn−2+kn−163
...

06k2+k3+...+kn−2+kn−16n−2

n!

(n− k2 − k3 − . . .− kn−1)!k2!k3! . . . kn−1!
.

4.11. Äîêàæèòå, ÷òî nn =
∑

06k161
06k1+k262

06k1+k2+k363
...

06k1+k2+...+kn−16n−1

n!

k1!k2! . . . kn−1!
.

1

2

3

7

1

2

3

7 4

1

2

3

7 4

5

1

2

3

7 4

5

6

Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíîãî äåðåâà. Ê îñíîâíîìó òðåóãîëüíèêó (1, 2, 3) ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿ-
þòñÿ âåðøèíû 7, 4, 5, 6
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Ðåøåíèÿ

1 Ðåêóðñèè, òîæäåñòâà, áèåêöèè

1.1. Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó â [3]. Îòìåòèì íà öèêëå âåðøèíó A ñ íàèáîëüøåé ìåòêîé è òó èç
äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé ïî öèêëó âåðøèí B, ãäå ìåòêà êðóïíåå. Óáåðåì èç äåðåâà ðåáðî AB,
ïîäâåñèì ê A ëèñò ñ ìåòêîé 99, è ê B � ëèñò ñ ìåòêîé 100. Ìû ïîñòðîèëè èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà óíèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ â ìíîæåñòâî äåðåâüåâ.

1.2. Ðåøåíèå 1. Ñì. [6, çàäà÷à 8.5] èëè [1] (ãëàâà 26, ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî). Ðàññìîòðèì
ïóòü, âåäóùèé èç ñèíåé âåðøèíû â êðàñíóþ. Îí çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ⊂ [n]. Íà âåðøèíàõ ýòîãî ïóòè ðàñòóò äåðåâüÿ. Ñàìó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Çàäàäèì ýòó
ïåðåñòàíîâêó ñ ïîìîùüþ öèêëîâ (íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A). Ìû ïîëó÷èëè íàáîð öèêëîâ,
ïðè÷åì íà êàæäîé âåðøèíå êàæäîãî öèêëà ðàñòåò äåðåâî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà [n] â ñåáÿ çàäàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì:
èç âåðøèíû i ðèñóåì ñòðåëêó â âåðøèíó f(i) (ðàçðåøåíû ïåòëè). Ó ýòîãî ãðàôà âñå âåðøèíû
èìåþò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü 1, ïîýòîìó îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå öèêëîâ, ïðè÷åì
íà êàæäîé âåðøèíå öèêëà ðàñòåò äåðåâî (òî÷íåå, íàîáîðîò: äåðåâî ¾âëèâàåòñÿ¿ â êàæäóþ
âåðøèíó öèêëà).

Ýòî è åñòü òðåáóåìàÿ áèåêöèÿ.

Ðåøåíèå 2. Îòîáðàæåíèå èç [n] â [n] çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç n ÷èñåë. Âîçüìåì
äåðåâî èç óñëîâèÿ çàäà÷è è âûïèøåì åãî êîä Ïðþôåðà (n− 2 ÷èñëà), ïîñëå ÷åãî âûïèøåì
íîìåð êðàñíîé, à çàòåì íîìåð ñèíåé âåðøèíû. Ïîëó÷èëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ÷èñåë.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áèåêöèÿ.

1.3. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [17, ï. 3.9]. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîäñ÷èòûâàåò âñåâîç-
ìîæíûå îòîáðàæåíèÿ èç [n − 1] â [n]. Ëþáîå òàêîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü èçîáðàæåíî
â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ: èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò îäíî ðåáðî,
ïîêàçûâàþùåå, êóäà îòîáðàæàåòñÿ ýòà âåðøèíà. Ó âåðøèíû n ìîãóò áûòü òîëüêî âõîäÿùèå
ðåáðà, è êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè âåðøèíû n � ýòî äåðåâî, â êîòîðîì âñå ñòðåëêè ¾ïîêàçû-
âàþò â ñòîðîíó n¿. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïåðå÷èñëÿåò òàêèå ãðàôû, êëàññèôèöèðóÿ èõ ïî
âèäó äåðåâà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíó n.

1.4. [14, Òåîðåìà 2.1]. Íà êîðíåâîì äåðåâå çàäàíî íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ ê ïåðèôåðèè. Ïî-
ñòðîèì îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Fk−1n â Fkn . Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ëåñ ñ k−1 äåðåâîì, íàéäåì
â íåì âåðøèíó k, îòëîìàåì åå è âñå, ÷òî íà íåé ðàñòåò, è ïîñàäèì â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî
êîðíåâîãî äåðåâà. Êàê ïðàâèëî ïîëó÷èòñÿ äåðåâî èç Fkn çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ: åñëè
ìû îòëîìàëè âåòêó îò ïåðâîãî äåðåâà è âåðøèíà n íàõîäèòñÿ íà îòëîìàííîé âåòêå. Â ýòîì
ñëó÷àå ñäåëàåì êîððåêöèþ: ïîìåíÿåì ìåòêè 1 è k ìåñòàìè.

Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî ïðîîáðàçîâ èìååò ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïðîèçâîëüíûé ëåñ èç Fkn .
×òîáû ïîñòðîèòü ïðîîáðàç ëåñà, íóæíî âçÿòü â íåì k-å äåðåâî è ïðèöåïèòü â êà÷åñòâå âåòêè
ê ëþáîé âåðøèíå ïåðâîãî, âòîðîãî, . . . , (k − 1)-ãî äåðåâà � ýòî åñëè ìû ïîäðàçóìåâàåì,
÷òî íå áûëî êîððåêöèè. À äëÿ ïðîîáðàçîâ ñ êîððåêöèåé íóæíî ïåðâîå äåðåâî â êà÷åñòâå
âåòêè ïðèöåïèòü ê ëþáîé âåðøèíå k-ãî äåðåâà è ïîìåíÿòü ìåòêè 1 è k. Èòîãî, êàæäàÿ
èç n âåðøèí èìåþùåãîñÿ ãðàôà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ (óíèêàëüíîãî)
ïðîîáðàçà. Òàêèì îáðàçîì, F k−1

n = nF k
n .

1.5. Îòâ å ò: F k−1
r,s = sF k

r,s ïðè 2 6 k 6 r. [14, Ñëåäñòâèå 3.1]. Ðåêóðñèÿ ñòðîèòñÿ òàê æå,
êàê â çàäà÷å 1.4. Ïîñêîëüêó âåðøèíà ñ íîìåðîì k ëåæèò â ìíîæåñòâå V1, ïðè ïîñòðîåíèè
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîääåðåâî ñ êîðíåì k ìîæåò áûòü ïîäâåøåíî ê s âåðøèíàì.

1.6. a) Ýòî ðåçóëüòàò èç [18]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ âåðøè-
íàìè íà [n], ñîäåðæàùèõ îïðåäåëåííîå ðåáðî, íàïðèìåð, ðåáðî 1�2. Ïîäñ÷èòûâàÿ âñå ðåáðà
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âî âñåõ äåðåâüÿõ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

n(n− 1)

2
En = (n− 1)Tn.

Òàêèì îáðàçîì, Tn = 1
2
nEn. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè En, äîñòàòî÷íî âûáðàòü, ñêîëüêî âåðøèí

ñîäåðæèò äåðåâî, âèñÿùåå íà âåðøèíå 1, à ñêîëüêî íà âåðøèíå 2, è êàêèå èìåííî ýòî äåðåâüÿ.

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Tn = n
2

n−2∑
k=0

Ck
n−2Tk+1Tn−k−1.

b) Òîæäåñòâî èç ýòîé çàäà÷è âûâîäèòñÿ èç òîæäåñòâà çàäà÷è 5.1 a) ñ ïîìîùüþ ¾õðåñòî-
ìàòèéíîãî ìåòîäà Ãàóññà¿: íóæíî ñëîæèòü äâà ýêçåìïëÿðà ñóììû èç çàäà÷è 5.1 a), ïîìåíÿòü
â îäíîì èç íèõ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k íà n− 2− k è ñëîæèòü ýòè ñóììû ïî÷ëåííî.

Âûâåäåì òîæäåñòâî çàäà÷è 1.3 èç òîæäåñòâà 5.1 a), äëÿ ýòîãî çàïèøåì îòäåëüíî ñëàãàå-
ìîå äëÿ j = n, à â îñòàâøåéñÿ ñóììå ââåäåì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k, ãäå j = k + 1:

nn−2 +
n−2∑
k=0

Ck
n−1(k + 1)k+1(n− k − 1)n−k−1 = nn−1.

Ïåðåíåñåì ñëàãàåìîå nn−2 â ïðàâóþ ÷àñòü, à â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì áèíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò ïî ôîðìóëå Ck

n−1(n− k − 1) = (n− 1)Ck
n−2:

n−2∑
k=0

(n− 1)Ck
n−2(n− k − 1)(k + 1)k+1(n− k − 1)n−k−3 = nn−2(n− 1).

Ñîêðàòèâ íà (n − 1), ïîëó÷àåì ôîðìóëó èç çàäà÷è 5.1 a) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû èíäåêñà
ñóììèðîâàíèÿ.

1.7. [4] Ïóñòü A ∈ T (n, k−1) � îäíî èç äåðåâüåâ, v � ëþáàÿ èç åãî n−k âåðøèí, íåñìåæíûõ
ñ âåðøèíîé 1. Çàìåíèì ðåáðî, âåäóùåå èç âåðøèíû v ê ïðåäêó, íà ðåáðî, âåäóùåå â êîðåíü.
Ïîëó÷åííîå äåðåâî îáîçíà÷èì B (î÷åâèäíî B ∈ T (n, k)), à ïàðó äåðåâüåâ (A,B) íàçîâåì
ñâÿçêîé.

Ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ ñïîñîáàìè êîëè÷åñòâî ñâÿçîê. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî ñâÿçîê ðàâíî
(n−k)T (n, k−1), ïîñêîëüêó ñâÿçêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåðåâîì A è âåðøèíîé v, äåðåâî
ìîæíî âûáðàòü T (n, k− 1) ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî âåðøèíà v âûáèðàåòñÿ (n− k) ñïîñîáàìè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâÿçêó ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ìû âûáåðåì T (n, k) ñïîñîáàìè äåðåâî B,
ïîñëå ÷åãî óäàëèì îäíî èç ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç êîðíÿ, è îáðàçîâàâøóþñÿ ¾îòëîìàííóþ
âåòêó¿ ñîåäèíèì ñ ëþáîé íåêîðíåâîé âåðøèíîé îñòàâøåãîñÿ äåðåâà � âñåãî ïîëó÷èòñÿ

(n− 1− n1) + (n− 1− n2) + . . .+ (n− 1− nk) = (n− 1)(k − 1)

âàðèàíòîâ, çäåñü ÷åðåç ni îáîçíà÷åíî ÷èñëî âåðøèí â ¾îòëîìàííîé âåòêå¿, îáðàçîâàâøåéñÿ
ïðè óäàëåíèè i-ãî ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç êîðíÿ. Èòîãî (n−1)(k−1)T (n, k) âàðèàíòîâ. Çíà÷èò,
(n− 1)(k − 1)T (n, k) = (n− k)T (n, k − 1).

1.8. Îòâ å ò: (n− k − 2)∆(n, k) = k(2n− 4)∆(n, k + 1). Ýòî óòâåðæäåíèå èç [9].
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîãî äåðåâà, îïèñàííîå â îïðåäåëåíèè, ìîæíî íà÷è-

íàòü ñ ëþáîãî ðåáðà: âîçüìåì ëþáîå ðåáðî, äîáàâèì ê íåìó òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå åãî
ñîäåðæàò, ïîòîì äîáàâèì òðåóãîëüíèêè, ïðèìûêàþùèå ê óæå ïîñòðîåííûì ðåáðàì è ò. ä.
Áîëåå òîãî, ïóñòü íà÷àëüíîå ðåáðî ôèêñèðîâàíî, à ïðè äîáàâëåíèè ê äåðåâó î÷åðåäíîé
âåðøèíû C, ìû ðèñóåì íà ðåáðàõ CA, CB ñòðåëêè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû C. Òîãäà îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô, èçîáðàæàþùèé òðåóãîëüíîå äåðåâî, íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì
äîáàâëÿëèñü âåðøèíû!

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíîå äåðåâî G, ó êîòîðîãî êîðíåâîå ðåáðî uv ïðèíàäëåæèò k òðå-
óãîëüíèêàì, îáîçíà÷èì èõ uvw1, uvw2, . . . , uvwk, è ïîñòðîèì ïî íåìó äåðåâî ñ k + 1 òðå-
óãîëüíèêàìè (ðèñ. 5). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w, íå ñîâïàäàþùóþ íè ñ îäíîé èç
âåðøèí wi, è ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå òðåóãîëüíîå ïîääåðåâî, ñîäåðæàùåå âåðøèíû u, v
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u
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b

a

w

u

v

b

a

w

Ðèñ. 5. Ñëåâà äåðåâî ñ k òðåóãîëüíèêàìè íà êîðíåâîì ðåáðå uv, ñïðàâà ñ k + 1 òðåóãîëüíèêàìè (k = 1).
Ìèíèìàëüíîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå âåðøèíû w, u è v, çàêðàøåíî ñåðûì öâåòîì. Îò êàæäîé âåðøèíû, êðîìå
âåðøèí u è v, âåäóò äâå ñòðåëêè ê ðåáðó, íà êîòîðîå áûë ïîâåøåí òðåóãîëüíèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé
âåðøèíå

è w. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè èç âåðøèíû w â ýòîì ïîääåðåâå âûõîäÿò äâà ðåáðà. Óáåðåì
ýòè ðåáðà è âìåñòî íèõ ïðîâåäåì ðåáðà wu è wv. Â ðåçóëüòàòå ó êîðíåâîãî ðåáðà ïîÿâèòñÿ
åùå îäèí òðåóãîëüíèê. ×àñòè äåðåâà G, êîòîðûå âèñåëè íà óáðàííûõ ðåáðàõ, ïåðåâåñèì íà
íîâûå ðåáðà wu è wv. (Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ äåéñòâèé ìîãëî ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìû óáðàëè
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå w ñ u èëè v, è òóò æå äîáàâèëè åãî ñíîâà.) Âûáðàòü âåðøèíó w ìîæ-
íî n − k − 2 ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ìû èìååì (n − k − 2)∆(n, k) âàðèàíòîâ âûïîëíåíèÿ ýòîé
êîíñòðóêöèè.

Òåïåðü îïèøåì îáðàòíóþ îïåðàöèþ: ïî äåðåâó, ó êîòîðîãî êîðíåâîå ðåáðî uv ïðèíàäëå-
æèò k + 1 òðåóãîëüíèêàì, ïîñòðîèì äåðåâî, ó êîòîðîãî êîðíåâîå ðåáðî uv ïðèíàäëåæèò k
òðåóãîëüíèêàì. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì îäíó èç k + 1 âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîð-
íåì, ïóñòü ýòî áóäåò âåðøèíà w, è ¾ïåðåñàäèì¿ òðåóãîëüíèê uvw ñ ðåáðà uv íà êàêîå-íèáóäü
äðóãîå ðåáðî ab. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü G1 è G2 � òðåóãîëüíûå ïîääåðå-
âüÿ, ðàñòóùèå íà ðåáðàõ wu è wv. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ab, íå ëåæàùåå â G1 ∪ G2

(è íå ñîâïàäàþùåå ñ uv), è çàìåíèì ðåáðà wu è wv íà ðåáðà wa è wb. Ïðè ýòîì ïîääåðåâüÿ
G1 è G2, âèñåâøèå íà ðåáðàõ wu è wv, ïåðåâåñèì íà ðåáðà wa è wb ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ. Â êà-
÷åñòâå ab ìîæåò âûáèðàòüñÿ ëþáîå èç 2n − 4 íåêîðíåâûõ ðåáåð, ïðè÷åì, åñëè ðåáðî ab
ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíîìó ïîääåðåâó, âèñÿùåìó íà êîðíåâîì òðåóãîëüíèêå uvw′, òî â êà-
÷åñòâå òðåóãîëüíèêà uvw, êîòîðûé ìû ïåðåâåøèâàåì íà ýòî ðåáðî, ìîæíî âçÿòü ëþáîé èç
k êîðíåâûõ òðåóãîëüíèêîâ uvw, ãäå w 6= w′. Èòîãî k(2n− 4)∆(n, k + 1) ñïîñîáîâ.

1.9. [14, Ñëåäñòâèå 4.1]. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òàêóþ æå ðåêóðñèþ, êàê â çàäà÷å 1.4. Íà ýòîò
ðàç ìåñò, êóäà ìîæíî ïîäâåñèòü ïîääåðåâî ñ êîðíåì k, áîëüøå. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû îíî
ðàâíî ÷èñëó åå ïîòîìêîâ ïëþñ îäèí. Ñóììàðíî ïî âñåì âåðøèíàì ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî âñåõ
ðåáåð ïëþñ ÷èñëî âñåõ âåðøèí. À ÷èñëî ðåáåð â ëåñó èç k äåðåâüåâ ðàâíî n− k.

1.10. Îòâ å ò: P r−1
n,p = (p + 1)P r

n+1,p+1. [14, Òåîðåìà 4.3]. Ðåêóðñèÿ ïî÷òè êàê â çàäà÷å 1.4.
Â êà÷åñòâå r-ãî äåðåâà áåðåì ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå r. Íà òî ìåñòî, ãäå áûëà âåðøè-
íà r, ïîäâåñèì ëèñò. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû ýòîãî íå ñäåëàëè, òî ïðîíóìåðîâàííûé ïðåäîê
âåðøèíû r ìîã îêàçàòüñÿ ëèñòîì, åñëè ó íåãî íå áûëî áîëüøå ïîòîìêîâ. ×èñëî ëèñòüåâ è
îáùåå ÷èñëî âåðøèí n óâåëè÷èëèñü íà 1. Åñëè òåïåðü âåðøèíà n − p îêàçàëàñü â äåðåâå
ñ êîðíåì r, ïåðåñòàâèì ìåòêè 1 è r. Îáðàòíî, óáèðàåì ëþáîé èç p + 1 ëèñòüåâ è âìåñòî
íåãî ïîäâåøèâàåì äåðåâî ñ êîðíåì r åñëè ëèñò íàõîäèòñÿ â äðóãîì äåðåâå èëè ïîäâåøèâàåì
äåðåâî ñ êîðíåì 1 è ïåðåñòàâëÿåì ìåòêè 1 è r, åñëè ëèñò íàõîäèòñÿ â r-ì äåðåâå.
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2 Êîä Ïðþôåðà

2.1. Ýòà çàäà÷à 2.2.4 èç êíèæêè [3] � óïðàæíåíèå íà ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîä Ïðþôåðà.

2.2. Îòâ å ò: (n− 1)n−1.
Êîä Ïðþôåðà íåêîðíåâîãî äåðåâà, ó êîòîðîãî âåðøèíà n ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì, íå ñîäåð-

æèò ñèìâîëà ¾n¿. Ïîòîìó èìååòñÿ (n− 1)n−2 òàêèõ êîäîâ. Âûáîð êîðíÿ óâåëè÷èâàåò ÷èñëî
âàðèàíòîâ â (n− 1) ðàç.

2.3. Îòâ å ò: C9
n−2(n− 1)n−11. Ïîòîìó ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó çàïîëíåíèé n ÿ÷ååê

n− 2 ðàçëè÷íûìè ïðåäìåòàìè, äëÿ êîòîðûõ ïåðâàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò 9 ïðåäìåòîâ.

2.4. Îòâ å ò: 1
2
(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)nn−k.

Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü öèêë ðàâíî n(n−1)(n−2)...(n−k+1)
2k

� âûáèðà-
åì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâóþ, âòîðóþ è ò. ä. âåðøèíû öèêëà, ïîñëå ÷åãî ó÷òåì, ÷òî íàì íå
âàæíî, êîòîðàÿ âåðøèíà â öèêëå ÷èñëèòñÿ ïåðâîé è êàêîâî íàïðàâëåíèå öèêëà. Îñòàëîñü
ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî óíèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ öèêë (n, n− 1, . . . , n− k + 1).
Óáåðåì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå n è n − k + 1. Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ êîäîâ Ïðþôåðà äëÿ
ïîëó÷èâøåãîñÿ äåðåâà ðàâíî knn−1−k.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå n − k øàãîâ âûïèñûâàíèÿ êîäà Ïðþôåðà íàøåãî äåðåâà îò íåãî
îñòàíåòñÿ êàê ðàç ïóòü n, n− 1, . . . , n− k + 1. Ïåðâûå n− k − 1 ýëåìåíòîâ êîäà Ïðþôåðà
ïðîèçâîëüíû, (n − k)-é ýëåìåíò � ýòî ÷èñëî îò n − k + 1 äî n, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû
äåòåðìèíèðîâàíû.

Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó â [3].

2.5. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [5]. Åñëè ïðèñìîòðåòüñÿ, îíî åñòü è â [7]. Â ñâåòå êîäà
Ïðþôåðà, êàæåòñÿ, ýòî ïî÷òè òàâòîëîãèÿ.

2.6. [7]. Ïî àëãîðèòìó Ïðþôåðà êàæäîìó òàêîìó äåðåâó âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
êîä Ïðþôåðà � îäíî÷ëåí xi1xi2 . . . xin−2 , êîòîðûé ïîñëå ¾óïðîùåíèÿ¿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

xk11 x
k2
2 . . . xknn (ãäå k1 + k2 + . . .+ kn = n− 2). Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî ðàçíûõ êîäîâ ðàâíî

ïîëèíîìèàëüíîìó êîýôôèöèåíòó (n−2)!
k1!k2!...kn!

.
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3 Ðåçóëüòàòû

3.1. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [17]. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè
íàçíà÷èì âåðøèíó n êîðíåì, òåì ñàìûì ìû çàäàäèì íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ è, êàê ñëåä-
ñòâèå, îòíîøåíèå ¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿. Òåïåðü êàæäîìó ïîìå÷åííîìó äåðåâó ñ n âåðøèíàìè
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåáåðíî ïîìå÷åííîå äåðåâî ñ n âåðøèíàìè. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì íà
êàæäîì ðåáðå ij, ãäå i ïîòîìîê j, ìåòêó i.

Ïîëó÷åííîå ðåáåðíî ïîìå÷åííîå äåðåâî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ðàçìåòêó âåð-
øèí, åñëè ìû óêàæåì, êîòîðàÿ èç âåðøèí áûëà êîðíåì è ïðèñâîèì åé ìåòêó n. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäîå ðåáåðíî ïîìå÷åííîå äåðåâî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè èç n
ðàçëè÷íûõ âåðøèííî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.

3.2.Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó â [3]. Áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî êîðíåâûõ äåðåâüåâ. Íàðèñóåì äåðåâî íà
ïëîñêîñòè, ó êàæäîãî ðåáðà çàäàäèì íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ. Òåïåðü ñîïîñòàâèì äåðåâó êîä:
íà÷èíàÿ îò êîðíÿ, áóäåì îáõîäèòü äåðåâî, êàê áóäòî ýòî ñèñòåìà ñòåí íà ïëîñêîñòè. Êîãäà
äâèæåìñÿ ïî ñòðåëêå � ïèøåì 1, à ïðîòèâ � 0. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2n−2 íóëåé
è åäèíèö. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîãî
äåðåâà.

3.3. a) Òåîðåìà Êýëè ñðàçó ñëåäóåò èç çàäà÷è 1.4 è ðàâåíñòâà F n−1
n = 1.

c) À òàêæå èç çàäà÷è 1.7 è ðàâåíñòâà T (n, k) = Ck−1
n−2(n − 1)n−k−1. Äåéñòâèòåëüíî, êîëè-

÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ðàâíî ñóììå

n−1∑
k=1

T (n, k) =
n−1∑
k=1

Ck−1
n−2(n− 1)n−k−1 =

n−2∑
k=0

Ck
n−2(n− 1)n−2−k = ((n− 1) + 1)n−2.

b) ×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è 1.6, òåîðåìà Êýëè âûâîäèòñÿ èç íåå â [18] ñ ïîìîùüþ ïðîèç-
âîäÿùèõ ôóíêöèé è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ëàãðàíæà. Íî, âîçìîæíî, åñòü è ýëåìåíòàðíûé
ìåòîä.

d) Èç çàäà÷è 2.6 òåîðåìà Êýëè âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ â äóõå ïîëèíîìè-
àëüíîé òåîðåìû [7]: ∑

k1+k2+...+kn=n−2
ki>0

(n− 2)!

k1!k2! . . . kn!
= nn−2.

3.4. [14, Ñëåäñòâèå 2.3]. Ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí ëåñ ñ n−1 äåðåâüÿìè. Ïðèìåíÿÿ ðåêóðñèâíîå
ðàâåíñòâî F k−1

n = nF k
n èç çàäà÷è 1.4 íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî F k

n = nn−k−1. ×èñëî ëåñîâ,
â êîòîðûõ âåðøèíà ñ íîìåðîì n ñîäåðæèòñÿ íå â ïåðâîì, à â ëþáîì äðóãîì ôèêñèðîâàííîì
äåðåâå, ðàâíî F k

n . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ëåñîâ áåç óñëîâèÿ íà âåðøèíó n ðàâíî knn−k−1.
×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü êîðíè äëÿ k äåðåâüåâ ðàâíî Ck

n, îòñþäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî ëåñîâ
ðàâíî Ck

nkn
n−k−1 = Ck−1

n−1n
n−k.

3.5. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [17, ï. 4.3].

3.6. Ðåøåíè å 1. [14, Ñëåäñòâèå 3.1]. Áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü íå òîëüêî ÷èñëî äåðåâüåâ, íî
è ÷èñëî ëåñîâ (ó êîòîðûõ âåðøèíà r + 1 íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1). Âîñïîëüçóåìñÿ
ðåêóðñèâíîé ôîðìóëîé èç çàäà÷è 1.5:

F k−1
r,s = sF k

r,s ïðè 2 6 k 6 r.

Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, ñâåäåì âïîðîñ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà ëåñîâ ñ r äåðåâüÿìè. Ýòî ÷èñëî
ëåñîâ ðàâíî F r

r,s = rs−1, òàê êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ñðåäè r êîðíåé ïðåäêîâ äëÿ s − 1
âåðøèí ðàâíî rs−1.

Ð åø å í è å 2 (êîä Ïðþôåðà). Êîä Ïðþôåðà òàêîãî òàêîãî äåðåâà ñîäåðæèò r−1 ïðåäêîâ
îäíîé äîëè è s−1 ïðåäêîâ äðóãîé äîëè, òàê êàê â êîíöå âñåãäà îñòàþòñÿ äâå âåðøèíû ðàçíûõ
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äîëåé. Êàæäûé èç r− 1 ïðåäêîâ ìîæåò áûòü âûáðàí s ñïîñîáàìè è àíàëîãè÷íî, êàæäûé èç
s− 1 ïðåäêîâ ìîæåò áûòü âûáðàí r ñïîñîáàìè.

3.7. a) Ð åø å í è å 1. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è âçÿòî â [9], ãäå îíî äîêàçàíî ïÿòüþ ñïîñîáàìè.
Ìû ïðèâîäèì òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî èç [9].

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèåé èç ðåøåíèÿ 1.8 è òåì, ÷òî ∆(n, k) = 1 ïðè k = n−2. Ïîëó÷àåì

∆(n, k) = (2n− 4)
k

n− 2− k
∆(n, k+ 1) = (2n− 4)2

k(k + 1)

(n− 2− k)(n− 2− (k + 1))
∆(n, k+ 2) =

= . . . = (2n− 4)n−2−k
k(k + 1) . . . (n− 3)

(n− 2− k)(n− 2− (k + 1)) · · · 1
∆(n, n− 2) =

= (2n− 4)n−2−k
(n− 3)!

(k − 1)!(n− 3− (k − 1))!
∆(n, n− 2) = (2n− 4)n−2−kCk−1

n−3.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì k è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, âû÷èñëÿåì

êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ:
n−2∑
k=1

Ck−1
n−3(2n− 4)n−k−2 = (2n− 3)n−3.

Ð åø å í è å 2 (êîä Ïðþôåðà). Çàêîäèðóåì ïîìå÷åííîå êîðíåâîå òðåóãîëüíîå äåðåâî êî-
äîì, àíàëîãè÷íûì êîäó Ïðþôåðà.

Ïîñòðîåíèå êîäà ïî äåðåâó. Ïóñòü äàíî òðåóãîëüíîå ïîìå÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî ñ êîð-
íåâûì ðåáðîì 1�2. Ñíà÷àëà ïî çàäàííîé ðàçìåòêå âåðøèí äåðåâà îïðåäåëèì ñïåöèàëüíóþ
ðàçìåòêó ðåáåð. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì íà ðåáðàõ ñòðåëêè, êàê ýòî îïèñàíî â íà÷àëå ðåøåíèÿ
çàäà÷è 3.7. Òîãäà èç êàæäîé âåðøèíû, íå ïðèíàäëåæàùåé êîðíåâîìó ðåáðó, âûõîäèò äâå
ñòðåëêè. Åñëè âåðøèíà èìååò ìåòêó x, òî ïîìåòèì âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà xa è xb, ãäå xa
âåäåò â âåðøèíó ñ ìåíüøåé ìåòêîé, à xb � ñ áîëüøåé. Êîðíåâîå ðåáðî áóäåì îáîçíà÷àòü 1�2.
Òàêèì îáðàçîì, íàøå äåðåâî ñîäåðæèò 2n− 3 ðåáðà c ¾óíèôèöèðîâàííûìè¿ íàçâàíèÿìè:

12, 3a, 3b, 4a, 4b, . . . , na, nb.

Çàïèøåì êîä, ïîëüçóÿñü íîâûìè íàçâàíèÿìè ðåáåð. Ëèñòüÿìè òðåóãîëüíîãî äåðåâà áó-
äåì íàçûâàòü âåðøèíû ñòåïåíè 2. Íà êàæäîì øàãå ñìîòðèì íà âñå âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ
ëèñòüÿìè òåêóùåãî òðåóãîëüíîãî äåðåâà, âûáèðàåì èç íèõ âåðøèíó ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì,
îòðûâàåì åå îò äåðåâà è çàïèñûâàåì íàçâàíèå åå ðåáðà-ïðåäêà. Íà ïîñëåäíåì øàãå îòðûâàåì
âåðøèíó ñ îñòàâøèìñÿ íîìåðîì îò êîðíåâîãî ðåáðà 1�2, åãî ìîæíî íå çàïèñûâàòü.

Âîññòàíîâëåíèå äåðåâà ïî êîäó. Ëèñòüÿìè äåðåâà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì x, åñëè
îáà ðåáðà xa è xb íå ñîäåðæàòñÿ â êîäå, òàêæå ëèñòüÿìè íå ìîãóò áûòü âåðøèíû 1 è 2.
Âûïèøåì òàêèå íîìåðà âåðøèí. Â ýòîì ñïèñêå âåðøèíà ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì áûëà îòî-
ðâàíà ïåðâîé, çíà÷èò, ïåðâîå ðåáðî â êîäå � ýòî åå ðåáðî-ïðåäîê. Çàïèñûâàåì, êàêîå ðåáðî
ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì äëÿ ýòîé âåðøèíû, óáåðåì åå èç ñïèñêà ëèñòüåâ, à ðåáðî èç êîäà. Ïîñëå
óäàëåíèÿ ðåáðà èç êîäà, ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå âåðøèíû, êîòîðûå òåïåðü ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ëèñòüÿìè, äîáàâèì èõ â ñïèñîê ëèñòüåâ. Ñíîâà íàéäåì â ýòîì ñïèñêå âåðøèíó ñ íàèáîëüøèì
íîìåðîì è ò. ä.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí ñ èõ
ðåáðàìè-ïðåäêàìè. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî äåðåâà òðåóãîëüíîå òðóäíî âîññòàíîâèòü, ïðî-
ñìàòðèâàÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íà÷àëà, òàê êàê íåèçâåñòåí îäèí èç íîìåðîâ âåðøèí
ðåáðà xa èëè xb. Çàòî, íà÷èíàÿ ñ õâîñòà, ýòî äåëàåòñÿ ëåãêî. Ðèñóåì êîðíåâîå ðåáðî 1�2.
Ïåðâîé ê íåìó áûëà ïðèñîåäèíåíà âåðøèíà, êîòîðîé íåò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ñëåäó-
þùåì øàãå ïðèñîåäèíÿåòñÿ âåðøèíà y ê ðåáðó xa èëè xb, à ýòè ðåáðà óæå íàðèñîâàíû,
ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíû îáå èõ âåðøèíû.

Ïî÷åìó â ñïèñêå âñåãäà èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ëèñò? Â òåêóùåì êîäå n− 3− k ïîçèöèè,
ãäå k � ÷èñëî óæå ðàññìîòðåííûõ ïîçèöèé. À ÷èñëî âåðøèí, ìîãóùèõ îêàçàòüñÿ ëèñòüÿìè,
ðàâíî n − 2 − k (ñëàãàåìîå 2 ïðèñóòñòâóåò, òàê êàê âåðøèíû 1 è 2 íå ëèñòüÿ), òî åñòü
âñåãäà íà åäèíèöó áîëüøå. Äàæå åñëè íà âñåõ ïîçèöèÿõ êîäà ñòîÿò ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçëè÷íûì âåðøèíàì, â ñïèñêå ëèñòüåâ åñòü îäèí ýëåìåíò.
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Ðèñ. 6. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîäà òðåóãîëüíîãî äåðåâà (7b)(12)(8a)(7b)(8a)(4a).

Êîä ñîäåðæèò n− 3 ïîçèöèè. Âñåãî ðåáåð 2n− 3. Íà êàæäîé ïîçèöèè ìîæåò áûòü ëþáîå
ðåáðî. Çíà÷èò, ÷èñëî òàêèõ êîäîâ ðàâíî (2n−3)n−3. Ïîñêîëüêó êàæäîìó êîäó ñîîòâåòñòâóåò
ðîâíî îäíî äåðåâî, à ïî êàæäîìó äåðåâó ñòðîèòñÿ êîä, êîðíåâûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ
ñòîëüêî æå.

Ïðèì å ð. Ïóñòü èìååòñÿ 8 âåðøèí è êîä Ïðþôåðà (7b, 1�2, 8a, 7b, 8a, 4a).

Íîìåð øàãà Òåêóùèé êîä Ñïèñîê ëèñòüåâ Ïîäâåøåííàÿ âåðøèíà
1 (7b, 1�2, 8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5, 6, 9 9
2 (1�2, 8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5, 6 6
3 (8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5 5
4 (7b, 8a, 4a) 3 3
5 (8a, 4a) 7 7
6 (4a) 8 8

Íå ïåðå÷èñëåíà âåðøèíà 4, çíà÷èò, îíà áûëà ïîäâåøåíà ê ðåáðó 1�2 ïåðâîé. Íàðèñóåì
òðåóãîëüíèê íà âåðøèíàõ 1, 2, 4. Äàëåå áûëè ïîäâåøåíû âåðøèíû 8, 7, 3, 5, 6, 9 ê ðåáðàì
4a, 8a, 7b, 8a, 1�2, 7b ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäâåøèâàåì âåðøèíó 8 ê ðåáðó 4a (ò. å. ê ðåáðó 2�4)
è ò. ä. Ïîëó÷èâøååñÿ òðåóãîëüíîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.

b) Òàê êàê âûäåëåííîå ðåáðî òðåóãîëüíîãî äåðåâà ìîæåò áûòü ïîìå÷åíî ëþáîé ïàðîé
ìåòîê, à íå òîëüêî 1�2, à ëþáîå èç 2n − 3 ðåáåð â òðåóãîëüíîì äåðåâå ìîæíî íàçíà÷èòü
êîðíåì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

C2
nΛn = (2n− 3)∆n.

3.8. Ýòîò ðåçóëüòàò J. D�enes ìû ïðèâîäèì ïî êíèãå [11] (ëåììà 3.15 è òåîðåìà 3.16).
a) Åñëè ãðàô, èçîáðàæàþùèé òðàíñïîçèöèè, íåñâÿçåí, òî ïåðåñòàíîâêà íå ñìîæåò ïåðå-

íåñòè ïðåäìåò, îòíåñåííûé ê îäíîé èç êîìïîíåíò, íà ìåñòî ïðåäìåòà èç äðóãîé êîìïîíåíòû.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàô ñâÿçåí è â íåì n− 1 ðåáðî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äåðåâî.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé, ïîñòðîåííîå ïî ïðîèçâîëüíîìó ïî-
ìå÷åííîìó äåðåâó, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà åãî âåðøèí. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé. Áàçà n = 1 òðèâèàëüíà.
Äîêàæåì ïåðåõîä. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâåäåíèå s1s2 . . . sn−1. Ïðè óäàëåíèè ðåáðà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìíîæèòåëþ sn−1, äåðåâî ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû. Îñòàâøååñÿ ïðîèçâå-
äåíèå s1s2 . . . sn−2 ïåðåñòàâëÿåò ïî öèêëó ýëåìåíòû â êàæäîé èç êîìïîíåíò. Äîáàâëåíèå
ìíîæèòåëÿ sn−1 îáúåäèíÿåò ýòè äâà öèêëà â îäèí (ñì. ðèñ).e

e e
e e
e e
e e

sn−1 l
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--
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�

6
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b) Çàôèêñèðóåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå � áóäåì çàäàâàòü ïåðåñòàíîâêó äâóñòðî÷íîé
äèàãðàììîé. Çàïèñü

(
1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò ïåðâûé

ïðåäìåò íà ìåñòî a1, âòîðîé ïðåäìåò � íà ìåñòî a2 è ò. ä. Òîãäà, íàïðèìåð, C =
(
1 2 ... n−1 n
2 3 ... n 1

)
ýòî îäíà èç öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñòîëáöû äèàãðàììû, çàäàþùåé
ïåðåñòàíîâêó, ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà çàäàåòñÿ äèà-
ãðàììîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àòñÿ èç äèàãðàììû èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê.

Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ è è ìíîæå-
ñòâîì ðàçëîæåíèé ïåðåñòàíîâêè C â ïðîèçâåäåíèå n− 1 òðàíñïîçèöèé.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííîå äåðåâî T . Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ïî ýòîìó äåðåâó âñïîìî-
ãàòåëüíîå ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. Äëÿ ýòîãî íàçíà÷èì âåðøèíó 1 êîðíåì è çàôèêñè-
ðóåì íà ðåáðàõ íàïðàâëåíèå ê êîðíþ. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i îáîçíà÷èì âûõîäÿùåå èç íåå
ðåáðî ÷åðåç si è òåì æå ñèìâîëîì áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñïîçèöèþ ÷èñåë íà êîíöàõ ðåáðà.
Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó S = s2 . . . sn (îíà öèêëè÷åñêàÿ ïî ïóíêòó à)) Çàïè-
øåì S â êà÷åñòâå äèàãðàììû: S =

(
1 a2 ... an
a2 a3 ... 1

)
è ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó F =

(
1 2 ... n
1 a2 ... an

)
.

Çàìåòèì, ÷òî
FSF−1 = C,

ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ k ïðåäìåò, ñòîÿùèé íà k-ì ìåñòå, ïåðåìåùàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðåñòà-
íîâêè F íà ak-å ìåñòî, ïîòîì S ïåðåñòàâëÿåò åãî íà ak+1 ìåñòî, è íàêîíåö, ïåðåñòàíîâêà
F−1 îòïðàâëÿåò ýòîò ïðåäìåò íà (k + 1)-å ìåñòî.

Ðàññìîòðèì íàáîð òðàíñïîçèöèé ui = FsiF
−1 (â òîì, ÷òî ïåðåñòàíîâêè ui ÿâëÿþòñÿ

òðàíñïîçèöèÿìè, ÷èòàòåëü ìîæåò ëåãêî óáåäèòüñÿ ñàì). Òîãäà

u2 . . . un = Fs2F
−1Fs3F

−1 . . . FsnF
−1 = Fs2s3 . . . snF

−1 = FSF−1 = C.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîïîñòàâèëè ïðîèçâîëüíîìó äåðåâó íàáîð òðàíñïîçèöèé ui, ïðîèçâåäå-
íèå êîòîðûõ ðàâíî ïåðåñòàíîâêå C:

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äàííîå ñîïîñòàâëåíèå � áèåêöèÿ, ïîêàæåì, êàê ìîæíî âîññòàíàâèòü
äåðåâî ïî ïðîèçâåäåíèþ òðàíñïîçèöèé ui.

Ïóñòü äàíî ïðîèçâåäåíèå u2 . . . un, ïðè÷åì ïóñòü ýòîò íàáîð òðàíñïîçèöèé ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîìó äåðåâó T̃ , áóäåì ñ÷èòàòü âåðøèíó 1 åãî êîðíåì. Ïðåäïîëîæèì íà ñåêóíäî÷êó,
÷òî íàì èçâåñòíà ïåðåñòàíîâêà F . Òîãäà ìû çíàåì, ÷òî F−1uiF = si (è êñòàòè, F (1) = 1, ò. å.
ïåðåñòàíîâêà ñîõðàíÿåò ìåòêó êîðíÿ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðàíñïîçèöèÿ si ìåíÿåò ìåñòàìè
i è j, òî òðàíñïîçèöèÿ ui ìåíÿåò ìåñòàìè F−1(i) è F−1(j). Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ê ìåòêàì

âåðøèí äåðåâà T ïðèìåíèòü ïåðåñòàíîâêó F−1, ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè äåðåâî T̃ !
Ïîñêîëüêó äåðåâî T̃ íàì èçâåñòíî, îñòàëîñü âîññòàíîâèòü ïåðåñòàíîâêó F . Ïî ïîñòðîå-

íèþ êîðåíü äåðåâà T̃ â 1. Çàôèêñèðîâàâ íàïðàâëåíèå ê êîðíþ, ìû äëÿ êàæäîãî i ñ ëåãêîñòüþ
íàéäåì â äåðåâå T̃ ðåáðî ui, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî â äåðåâå T âûõîäèò èç âåðøè-
íû i, ñëåäîâàòåëüíî, F−1(i) ðàâíî íîìåðó âåðøèíû, èç êîòîðîé âûõîäèò ðåáðî ui.

3.9. Îòâåò: knn−k−1(n− 2)(n− 3) . . . (n− k).
Àíàëîãè÷íî 2.4. Ñóùåñòâóåò (n− 2)(n− 3) . . . (n− k) ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü ïóòü èç ïåðâîé

âåðøèíû âî âòîðóþ. Êîëè÷åñòâî êîäîâ Ïðþôåðà äëÿ äåðåâà, ñîäåðæàùåãî òàêîé ïóòü, ðàâíî
knn−k−1. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [5, çàäà÷à 5.93].

3.10. Â [17, ï. 3.5] ýòî óòâåðæäåíèå ñîâåòóþò äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè, ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ ðåêóðñèåé èç çàäà÷è 1.5.

Êàê è â çàäà÷å 3.6, èñïîëüçóÿ ðåêóðñèþ èç 1.5, íàõîäèì, ÷òî

F q
a,b = bF q+1

a,b = · · · = ba−qF a
a,b = ba−qab−1,

ãäå F q
a,b � ÷èñëî äâóäîëüíûõ ëåñîâ ñ äîëÿìè ïî a è b âåðøèí, ñîñòîÿùèõ èç q (ãäå q 6 a)

êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , q èç ïåðâîé äîëè, ó êîòîðûõ âåðøèíà a+1 íàõîäèòñÿ
â äåðåâå ñ êîðíåì 1. Åñëè ìû óìíîæèì ýòî çíà÷åíèå íà ÷èñëî êîðíåé q, òî ïîëó÷èì ÷èñëî
ëåñîâ áåç óñëîâèÿ íà òî, ãäå íàõîäèòñÿ âåðøèíà a+ 1.
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Êðîìå ýòèõ ñîîáðàæåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ áèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà

r−k∑
γ=0

Cγ
r−kx

γyr−k−γ = (x+ y)r−k è
r−k∑
γ=0

Cγ
r−kγx

γyr−k−γ = (r − k)x(x+ y)r−k−1,

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Âûáåðåì â ïåðâîé äîëå γ âåðøèí, êîòîðûå áóäóò ïîäâå-
øåíû â êà÷åñòâå ñûíîâåé ê ` êîðíÿì âòîðîé äîëè. Ïîäâåñèòü γ âåðøèí ê ` êîðíÿì ìîæíî
γ` ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî óäàëèì ` êîðíåé âòîðîé äîëè, à âûáðàííûå âåðøèíû íàçíà÷èì
êîðíÿìè. Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ äâóäîëüíûé ëåñ ñ äîëÿìè ïî r è s− ` âåðøèí, êîòîðûé ñîñòîèò
èç k + γ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïåðâîé äîëå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ
ëåñîâ ðàâíî (k + γ)F k+γ

r,s−`. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå çíà÷åíèå ðàâíî

r−k∑
γ=0

Cγ
r−k`

γ(γ + k)F k+γ
r,s−` =

r−k∑
γ=0

Cγ
r−k`

γ(k + γ)(s− `)r−k−γrs−`−1 =

= krs−`−1
r−k∑
γ=0

Cγ
r−k`

γ(s− `)r−k−γ + rs−`−1
r−k∑
γ=0

Cγ
r−kγ`

γ(s− `)r−k−γ =

= rs−`−1(ksr−k + (r − k)`sr−k−1) = rs−`−1sr−k−1(ks+ r`− k`).

3.11. [14, Ñëåäñòâèå 3.3]. Ïóñòü V1 = [r], V2 = {r+ 1, . . . , r+ s}, V3 = {r+ s+ 1, . . . , r+ s+ t}
è V = V1∪V2∪V3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F k

r,s,t êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ òðåõäîëüíûõ ëåñîâ íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí V , ñîñòîÿùèõ èç k äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k, â êîòîðûõ âåðøèíà ñ íîìåðîì
r + 1 ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì âåðøèíû 1, è ÷åðåç F̄ k

r,s,t êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ òðåõäîëüíûõ ëåñîâ
íà ìíîæåñòâå âåðøèí V ñ êîðíÿìè 2, 3, . . . , k+ 1, â êîòîðûõ âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ
ïîòîìêîì âåðøèíû r + 1. Íàñ èíòåðåñóåò êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ, ò. å. F 1

r,s,t.

F 1
r,s,t =

(2)
(s+ t)r−1F r

r,s,t =
(3)

(s+ t)r−1F̄ r
r,s,t =

(4)

=
(4)

(s+ t)r−1(r + t)s−1F̄ r+s−1
r,s,t =

(5)
(s+ t)r−1(r + s+ t)(r + s)t−1.

(2) àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.5 ïðè 2 6 k 6 r ïîëó÷àåì ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó

F k−1
r,s,t = (s+ t)F k

r,s,t

è, ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé íåñêîëüêî ðàç, ïåðåõîäèì ê ëåñó ñ r äåðåâüÿìè;
(3) èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî F r

r,s,t = F̄ r
r,s,t (ëåñà â ýòèõ ìíîæåñòâàõ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âû-

áîðîì êîðíÿ äëÿ äåðåâà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíó 1);
(4) ïðè r + 1 6 k 6 r + s− 1 ïîëó÷àåì ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó

F̄ k−1
r,s,t = (r + t)F̄ k

r,s,t

ñíîâà àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.5 è ïåðåõîäèì ê ëåñó ñ r + s − 1 äåðåâüÿìè; Ïåðåõîä îò ëåñîâ ñ
êîðíÿìè 1, 2, . . . , r ê ëåñàì ñ êîðíÿìè 2, 3, . . . , r+1 îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â ýòîì ðåêóðñèâíîì
ðàâåíñòâå âåðøèíà ñ íîìåðîì k äîëæíà ëåæàòü âî âòîðîé äîëå.

(5) ÷èñëî ëåñîâ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì äåðåâüåâ ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ:

F̄ r+s−1
r,s,t = (r + s)t + t(r + s)t−1,

â ïåðâîì ñëàãàåìîì âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ ñûíîì âåðøèíû ñ íîìåðîì r+1, à îñòàâ-
øèåñÿ t âåðøèí òðåòüåé äîëå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ ëþáûìè r + s âåðøèí äðóãèõ äîëåé, âî
âòîðîì ñëàãàåìîì âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ ñûíîì íåêîòîðîé âåðøèíû èç òðåòüåé
äîëè, à îñòàâøèåñÿ t− 1 âåðøèí àíàëîãè÷íî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî r + s ìåñòàì.
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3.12. Îòâ å ò: (2n)!/n!. Òåì ñàìûì êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ ïîìå÷åííûõ íåêîðíåâûõ äåðåâüåâ
íà n+ 1 âåðøèíå ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà 1

n+1
Cn

2n. [14, Ñëåäñòâèå 4.2].

3.13. Îòâ å ò: C3
n(3n− 8)n−5 èç [17] (ðåøåíèå òàì íå ïðèâîäèòñÿ).

a) ×èñëî êîðíåâûõ òåòðàýäðàëüíûõ äåðåâüåâ ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíî ñ ïîìîùüþ êîäèðî-
âàíèÿ, àíàëîãè÷íî ÷èñëó êîðíåâûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ.

Ïîñòðîåíèå êîäà ïî äåðåâó. Âûáåðåì êîðíåâîé òðåóãîëüíèê, íàïðèìåð, òðåóãîëüíèê
(1, 2, 3). Ýëåìåíòàìè êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò òðåóãîëüíèêè � ãðàíè òåòðàýäðîâ.
Ïóñòü âåðøèíà x áûëà ïîäâåøåíà ê ãðàíè ñ íîìåðàìè âåðøèí a, b è c, ãäå a < b < c, áóäåì
íàçûâàòü ýòó ãðàíü ïðåäêîì âåðøèíû x. Îáîçíà÷èì ãðàíü (x, a, b) ÷åðåç xα, (x, a, c) ÷åðåç
xβ, (x, b, c) ÷åðåç xγ. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè òåòðàýäðà ïîëó÷èëè îáîçíà÷åíèÿ xα, xβ, xγ, ãäå
x = 4, . . . , n, à êîðíåâóþ êðàíü ìû îáîçíà÷èì (1, 2, 3). Âñåãî ãðàíåé 3n− 8. Íàçîâåì ëèñòîì
òåòðàýäðàëüíîãî äåðåâà âåðøèíó ñòåïåíè 3. Íà êàæäîì øàãå îòðûâàåì ëèñò ñ íàèáîëüøèì
íîìåðîì è çàïèñûâàåì åãî ãðàíü-ïðåäêà. Êîãäà îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé òåòðàýäð (4 âåðøèíû),
ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Ïîñòðîåíèå äåðåâà ïî êîäó. Ëèñòüÿìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû òåòðàýäàëüíîãî äåðåâà ñ òà-
êèìè íîìåðàìè x ∈ {4, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ òåêóùèé êîä íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç ãðàíåé
xα, xβ, xγ.

Ï ð èì å ð. Ïóñòü èìååòñÿ 7 âåðøèí è êîä Ïðþôåðà (4β, (1, 2, 3), 7α).

Íîìåð øàãà Òåêóùèé êîä Ñïèñîê ëèñòüåâ Ïîäâåøåííàÿ âåðøèíà
1 (4β, (1, 2, 3), 7α) 6, 5 6
2 ((1, 2, 3), 7α) 5, 4 5
3 (7α) 4 4
4 () 7 7

×èòàåì ñïèñîê ïîäâåøåííûõ âåðøèí â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíî áûëè ïîäâåøåíû âåðøèíû 7 ê ãðàíè (1, 2, 3), 4 ê ãðàíè 7α = (7, 1, 2), 5 ê ãðàíè
(1, 2, 3), 6 ê ãðàíè 4β = (4, 1, 7).

Ïîëó÷èâøååñÿ òåòðàýäðàëüíîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.
Êîä ñîäåðæèò n− 4 ãðàíè. Çíà÷èò, âñåãî âîçìîæíûõ êîäîâ (3n− 8)n−4.

b) Òàê êàê âûäåëåííîå ðåáðî òåòðàýäðàëüíîãî äåðåâà ìîæåò áûòü ïîìå÷åíî ëþáîé òðîé-
êîé ìåòîê, à íå òîëüêî 1, 2, 3, à ëþáîé èç 5n − 8 òðåóãîëüíèêîâ â òåòðàýäðàëüíîì äåðåâå
ìîæíî íàçíà÷èòü êîðíåì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

C3
nΛn = (3n− 8)∆n.
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4 Ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè

4.1. Ýòà çíàìåíèòàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà â [15].
Óâåëè÷èì ñòîÿíêó, äîáàâèâ (n + 1)-å ìåñòî äëÿ ïàðêîâêè, è çàìêíåì óëèöó â öèêë òàê,

÷òîáû ñ (n+ 1)-ãî ìåñòà îíà âåëà îáðàòíî ê ïåðâîìó. Òåïåðü èìååòñÿ ðîâíî (n+ 1)n ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèÿ (êàæäûé èç n âîäèòåëåé íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìîæåò ïðåä-
ïî÷èòàòü îäíî èç n+ 1 ìåñò). Ïðèåçæàÿ íà êðóãîâóþ ñòîÿíêó ïî îïèñàííîìó ïðàâèëó, âñå n
âîäèòåëåé ñìîãóò ïðèïàðêîâàòüñÿ ïðè ëþáûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ, ïðè÷åì îäíî ìåñòî ïàðêîâêè
îñòàíåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ èñõîä-
íîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñâîáîäíûì îñòàåòñÿ (n+ 1)-å ìåñòî. Äåéñòâèòåëüíî,
òî, ÷òî (n+ 1)-å ìåñòî îñòàåòñÿ ñâîáîäíûì, îçíà÷àåò, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëþáèìûì íè äëÿ
êîãî èç âîäèòåëåé, è íèêòî èç âîäèòåëåé íå ïðîåçæàåò ìèìî íåãî â ïîèñêàõ ïàðêîâêè (èíà-
÷å îí ïðèïàðêîâàëñÿ áû òàì, à íå ïðîåõàë ìèìî). Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî çàêðûòü (n+ 1)-å
ìåñòî ïàðêîâêè è ïðèëåãàþùèé ó÷àñòîê äîðîãè (òî åñòü âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å), íå
íàðóøàÿ ïðîöåññà ïîèñêà ïàðêîâîê.

Ðàçîáüåì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäïî÷òåíèé êðóãîâîé ñòîÿíêè íà (n+1)n−1 ãðóïï
ïî n+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â êàæäîé: â îäíó ãðóïïó ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (a1, . . . , an)
îòíåñåì òå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íîìåðîâ ìåñò ïàðêîâêè, ò. å.
(a1 + 1, . . . , an + 1), (a1 + 2, . . . , an + 2), . . . , (a1 + n, . . . , an + n) (ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n+ 1).
Â êàæäîé ãðóïïå èìååòñÿ ðîâíî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
òðåáîâàíèþ èñõîäíîé çàäà÷è, à èìåííî, òà, â êîòîðîé ñâîáîäíîìó ìåñòó ñîîòâåòñòâóåò íîìåð
n+ 1. Çíà÷èò, èñêîìîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíî ÷èñëó ãðóïï, ò. å. (n+ 1)n−1.

4.2. Áîëåå-ìåíåå ÿñíî, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ àâòîìîáèëÿ.

4.3. Îòâ å ò: nn−1.
Äåéñòâóÿ êàê è â çàäà÷å 4.1, ïîëó÷àåì, ÷òî íà ðàñøèðåííîé ïàðêîâî÷íîé óëèöå êî-

ëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèÿ ðàâíî (n + 1)nn−1, ïîñêîëüêó
ó ïåðâîãî âîäèòåëÿ ìîæåò áûòü n + 1 ëþáèìîå ìåñòî, à ó âñåõ îñòàëüíûõ � ïî n. Ïðè
ýòîì â êàæäîé ãðóïïå èç n+ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îòëè÷àþùèõñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì,
ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó èç êíèãè [12].

4.4. Îòâ å ò: (n+ 1−m)(n+ 1)m−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ð åø å í è å 1. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ïàðêîâî÷íóþ óëèöó, êàê â çàäà÷å 4.1. Äëÿ m

âîäèòåëåé ñóùåñòâóåò (n + 1)m âñåâîçìîæíûõ ¾ðàñøèðåííûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåä-
ïî÷òåíèé íà ýòîé óëèöå. Ðàçîáüåì èõ íà ãðóïïû ïî (n + 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàê â çà-
äà÷å 4.1, ïîëó÷èòñÿ (n+ 1)m−1 ãðóïï. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïàðêîâêè (n+ 1)-å ìåñòî îêàçàëîñü
ñâîáîäíî, òî íèêòî èç âîäèòåëåé íå ëþáèò (n+1)-å ìåñòî è ðàñøèðåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ èñõîäíîé óëèöû. Î÷åâèäíî,
êàæäàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò â òî÷íîñòè n+ 1−m ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ (n+ 1)-å
ìåñòî îêàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâ-
íî (n+ 1−m)(n+ 1)m−1.

Ð åø å í è å 2 èç êíèãè [2, çàäà÷à 96.54].
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî m, 0 6 m 6 n, îáîçíà÷èì ÷åðåç N(n,m) êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿm âîäèòåëåé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óñïåøíîé ïàðêîâêå (â ÷àñòíîñòè,
N(n, 0) = 1). Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî N(n,m) = (n + 1 −m)(n + 1)m−1 ïðè âñåõ m.
Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Ïåðåõîä îò n − 1 ê n. Ïóñòü k âîäèòåëåé ëþáÿò ìåñòà ïàðêîâêè, îòëè÷íûå îò ïåðâîãî,
à m− k ëþáÿò ïåðâîå ìåñòî (0 6 k 6 m). Ýòè k âîäèòåëåé ìîãóò áûòü âûáðàíû Ck

m ñïîñî-
áàìè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè çàäàííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ óñïåõ èëè íåóñïåõ ïàðêîâêè
âîäèòåëåé íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå îíè ïðèåçæàþò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî m − k âîäèòåëåé, êîòîðûå ëþáÿò ïåðâîå ìåñòî ïàðêîâêè, ïðèåçæàþò ñàìûìè ïîñëåä-
íèìè. Ýòè m − k âîäèòåëåé çàâåäîìî ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ � îíè çàéìóò ïåðâûå m − k
ñâîáîäíûõ ìåñò, îñòàâøèõñÿ ïîñëå ïåðâûõ k âîäèòåëåé. Çíà÷èò, óñïåõ èëè íåóñïåõ ïàðêîâ-
êè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïðåäïî÷òåíèÿìè ïåðâûõ k âîäèòåëåé ñðåäè îòâåäåííûõ èì n − 1
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ìåñò. Çíà÷èò, ïðè çàäàííîì âûáîðå ýòèõ k âîäèòåëåé èìååòñÿ ðîâíî N(n − 1, k) óäà÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

N(n, k) =
m∑
k=0

Ck
m ·N(n− 1, k) . (1)

Ïîäñòàâèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ïðåîáðàçóåì:

N(n, k) =
m∑
k=0

Ck
m(n− k)nk−1 =

m∑
k=0

Ck
mn

k −
m∑
k=1

k · Ck
mn

k−1 =
m∑
k=0

Ck
mn

k −
m∑
k=1

m · Ck−1
m−1n

k−1 =

=
m∑
k=0

Ck
mn

k −m ·
m∑
k=0

Ck
m−1n

k = (n+ 1)m −m · (n+ 1)m−1 = (n+ 1−m) · (n+ 1)m−1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü òðèâèàëüíàÿ ôîðìóëà k · Ck
m = m · Ck−1

m−1 è áèíîì
Íüþòîíà äëÿ ðàçëîæåíèÿ (n+ 1)m è (n+ 1)m−1 ïî ñòåïåíÿì n.

4.5. Ïóñòü b1, b2, . . . , bn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé, âûïèñàííàÿ â ïîðÿäêå íåóáû-
âàíèÿ. Òîãäà b1 = b2 = . . . = bk = 1, 2 6 bk+1 6 bk+2 6 . . . . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðåäïî÷òåíèé bk+1, bk+2, . . . , bn ïîçâîëÿåò n − k âîäèòåëÿì ïðèïàðêîâàòüñÿ íà óëèöå, ãäå
èìååòñÿ n − 1 ïàðêîâî÷íîå ìåñòî (ýòî ìåñòà ñî 2-ãî ïî n-å). ×èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ïîäñ÷èòàíî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å è ðàâíî k · nn−k−1. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü
ñðåäè n ÷åëîâåê k æåëàþùèõ ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå ðàâíî Ck

n. Òàêèì îáðàçîì, îá-
ùåå ÷èñëî ïàêîâî÷íûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ k ÷åëîâåê õîòåëè áû ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì
ìåñòå, ðàâíî Ck

n · k · nn−k−1 = Ck−1
n−1n

n−k.
¾Äëÿ ïðîâåðêè¿ ïðîñóììèðóåì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ïî k:

n∑
k=1

Ck−1
n−1n

n−k = (n+ 1)n−1

(ôîðìóëà áèíîìà). Ïîëó÷èëîñü ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé. Âîò è õîðîøî.

Êàê âèäèì, ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé â ýòîé çàäà÷å òàêîå æå, êàê êîëè÷åñòâî ëåñîâ
íà ìíîæåñòâîå [n], ñîñòîÿùèõ èç k êîðíåâûõ äåðåâüåâ (çàäà÷à 3.4).

Ïðèâåäåì áèåêöèþ èç [13], äàþùóþ êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà. Ïóñòü
äàíî äåðåâî íà n+ 1 âåðøèíå ñ êîðíåì 0. Ïîñòðîèì ïî íåìó î÷åðåäü ïîèñêà â øèðèíó. Ñíà-
÷àëà äîáàâèì â î÷åðåäü êîðåíü äåðåâà. Äàëåå íà êàæäîì øàãå âûíèìàåì ïåðâóþ â î÷åðåäè
âåðøèíó è äîáàâëÿåì â êîíåö î÷åðåäè âñåõ åå ñûíîâåé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ.
È òàê äàëåå, ïîêà î÷åðåäü íå îïóñòååò. Ïóñòü Ai � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, äîáàâëåííûõ â
î÷åðåäü íà i-òîì øàãå (ýòî âñå ñûíîâüÿ íåêîòîðîé âåðøèíû), ai � ÷èñëî ýëåìåíòîâ Ai. Åñëè
íà øàãå i íè÷åãî íå äîáàâèëè, òî ìíîæåñòâî Ai ïóñòî. Ïîñêîëüêó äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
ãðàôîì íà n + 1 âåðøèíå, òî î÷åðåäü ïîèñêà â ãëóáèíó äëÿ íåãî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò, ïîêà íå áóäåò âûíóòà n + 1 âåðøèíà, è îïóñòååò, êîãäà âåðøèíû çàêîí÷àòñÿ, òî
åñòü ai óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

a1 > 1

a1 + a2 − 1 > 1

. . .

a1 + a2 + . . .+ ak − k > 1

a1 + a2 + . . .+ an+1 = n

Îïðåäåëèì ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ai áó-
äóò íîìåðàìè ìàøèí, êîòîðûå õîòÿò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ìåñòå i. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïî-
ñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ïàðêîâî÷íûìè ôóíêöèÿìè äëÿ n ìàøèí
è äåðåâüÿìè íà n+ 1 âåðøèíå.
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4.6. Äîñòàòî÷íî îïèñàòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, ò. å. ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå ïî ïðîèçâîëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c = (c1, c2, . . . , cn−1), ãäå âñå ci ñóòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ n+ 1, ïîñòðîèòü
ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ a = (a1, . . . , an), äëÿ êîòîðîé c ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ. Ýòî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è 4.1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôèêñèðîâàíû âñå ðàçíîñòè ci = ai+1 − ai (mod n + 1), ñóùåñòâóåò
ðîâíî n+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé äëÿ êðóãîâîé ñòîÿíêè c òàêèìè ðàçíîñòÿìè.
Â ðåøåíèè 4.1 èìåííî ýòè (n+1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáúåäèíåíû â îäíó ãðóïïó è äîêàçàíî,
÷òî â ýòîé ãðóïïå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, îíà-òî íàì è
íóæíà.

4.7. Ïðèâåäåííàÿ ñóììà ïîäñ÷èòûâàåò âñåâîçìîæíûå ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ÷òîáû çàäàòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ, ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî ïàðêîâî÷íîãî ìåñòà i âûáå-
ðåì ÷èñëî ki, ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ÷åëîâåê ëþáèò ïàðêîâàòüñÿ íà ýòîì ìåñòå. Íåîòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà ki äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì:

kn 6 1, òàê êàê ïðè íàëè÷èè äâóõ æåëàþùèõ ïàðêîâàòüñÿ íà ïîñëåäíåì ìåñòå ïàðêîâêà
íåâîçìîæíà;

kn−1 + kn 6 2, òàê êàê ïðè íàëè÷èè òðåõ æåëàþùèõ ïàðêîâàòüñÿ íà äâóõ ïîñëåäíèõ
ìåñòàõ ïàðêîâêà íå ñîñòîèòñÿ;

è ò. ä. äî íåðàâåíñòâà k2 + . . .+ kn−1 + kn 6 n− 1.
Ïîñëå òîãî êàê ÷èñëà k2, k3, . . . , kn âûáðàíû, ïîëîæèì k1 = n − k2 − k3 − . . . − kn è

íàçíà÷èì ïîñëåäíèõ k1 ÷åëîâåê æåëàþùèìè ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñòðîåííûé íàáîð ÷èñåë ðåàëèçóåòñÿ êàê ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî çàäà÷å 4.2 ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïðèáûâàþò àâòîìîáèëè, íàì íåâàæåí.
Çàïóñêàÿ íà ïàðêîâêó, ñíà÷àëà òåõ, êòî õî÷åò ïàðêîâàòüñÿ íà n-ì ìåñòå, ïîòîì íà (n− 1)-ì
è ò. ä., ìû ïðåêðàñíåíüêî âñåõ ïðèïàðêóåì.

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðåàëèçîâàòü âûáðàííûå êîëè÷åñòâà ïåðñî-
íàëüíî ðàâíî ñòîÿùåìó â ñóììå ïîëèíîìèàëüíîìó êîýôôèöèåíòó.

4.8. Ðåøåíèå 1 (èç êíèãè [8, çàäà÷à 5.49.f]). Ïóñòü ri � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè a, ðàâíûõ i, â ÷àñòíîñòè, rn = 0. Îïðåäåëåíèå íàäåæíîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèÿì:

1) âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r1 − 1, r2 − 1, . . . , rn−1 − 1 ïîëîæèòåëüíû;

2)
n−1∑
i=1

(ri − 1) = 1.

Ë åììà. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñóììîé 1 ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà, ó êîòîðîé âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ïîëîæèòåëüíû.

Î÷åâèäíî, â íàäåæíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäïî÷òåíèé âñå ai � ýòî ÷èñëà îò 1 äî
n− 1. Åñëè ìû âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë èç [n− 1]n, òî îïðåäåëåííûå ýòèì íàáî-
ðàì ÷�èñëà ri óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2), íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1).
Îäíàêî ïî ëåììå ó ýòîãî íàáîðà ÷èñåë ñóùåñòâóåò, è ïðè òîì òîëüêî îäíà, öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðâîìó óñëîâèþ!

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé â n− 1 ðàç ìåíüøå ÷èñëà
ýëåìåíòîâ â [n− 1]n.

Ðåøåíèå 2 (ïðÿìîëèíåéíûé ïîäñ÷åò). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íàäåæíóþ ïàðêîâî÷-
íóþ ôóíêöèþ, ïóñòü äëÿ íåå k âîäèòåëåé õîòÿò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà 1 ìåñòå (2 6 k 6 n).
Äàäèì îäíîìó èç íèõ êðàñíóþ êåïêó è óäàëèì. Ïðåäïî÷òåíèÿ îñòàâøèõñÿ îáðàçóþò îáû÷-
íóþ ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ íà äîðîãå ñ n − 1 ïàðêîâî÷íûì ìåñòîì è k − 1 æåëàþùèì
ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ,
ãäå k âîäèòåëåé õîòÿò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà 1 ìåñòå, íóæíî âûáðàòü âîäèòåëÿ â êåïêå (n ñïî-
ñîáîâ) íàçíà÷èòü ïðåäïî÷òåíèÿ îñòàâøèìñÿ (ïî çàäà÷å 4.5 ýòî ìîæíî ñäåëàòü (n−1)n−kCk−2

n−2
ñïîñîáàìè). Ïðàâäà, ïîëó÷èòñÿ íå ïðîñòî ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ,
íàäåëÿþùàÿ îäîãî èç k ïðåòåíäåíòîâ íà ïåðâîå ìåñòî êåïêîé. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî èñêîìûõ

ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé âûðàæàåòñÿ ñóììîé
n∑
k=2

n
k
· (n − 1)n−kCk−2

n−2. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü
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òîæäåñòâî
n∑
k=2

n

k
· (n− 1)n−kCk−2

n−2 = (n− 1)n−1.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü: çàìåíèì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k íà i = n−k, âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî n

n−i · C
i
n−2(n− 1) = (n− 1− i)Ci

n ïîñëå ÷åãî ðàçîáüåì êàæäîå ñëàãàåìîå íà äâå ÷àñòè:

n∑
k=2

n

k
· (n− 1)n−kCk−2

n−2 =
n−2∑
i=0

n

n− i
· Ci

n−2(n− 1)i =
n−2∑
i=0

(n− 1− i) · Ci
n(n− 1)i−1 =

=
n−2∑
i=0

Ci
n(n− 1)i −

n−2∑
i=0

Ci
n · i(n− 1)i−1.

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïåðâàÿ ñóììà ïî ôîðìóëå áèíîìà ðàâíà

nn − Cn
n(n− 1)n − Cn−1

n (n− 1)n−1. (2)

Äëÿ âòîðîé ñóììû îòáðîñèì íóëåâîå ñëàãàåìîå, ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ci
n · i = nCi−1

n−1,
è òîãäà îíà òîæå ñ÷èòàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèíîìà:

n−2∑
i=0

Ci
n · i(n− 1)i−1 = n

n−2∑
i=1

Ci−1
n−1(n− 1)i−1 = n

(
nn−1 − Cn−1

n−1(n− 1)n−1 − Cn−2
n−1(n− 1)n−2

)
. (3)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü âûðàæåíèé (2) è (3) ðàâíà (n− 1)n−1.

4.9. Ïóñòü b1, b2, . . . , bn+1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ ëþáèìûõ ìåñò, âûïèñàííàÿ â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîò ôàêò, ÷òî âñå ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ, îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâ b1 6 1 (ñëåäîâàòåëüíî, b1 = 1), b2 6 2, . . . , bn+1 6 n+ 1.

Âûáåðåì íàèáîëüøåå k, 0 6 k 6 n, äëÿ êîòîðîãî bk+1 = k + 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðåäïî÷òåíèé b1, . . . , bk ÿâëÿåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé äëÿ óëèöû ñ k ïàðêîâêàìè,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bk+1 − k, bk+2 − k, . . . , bn+1 − k � íàäåæíàÿ ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ óëèöû ñ n + 1 − k ïàðêîâêàìè. (Íàäåæíîñòü ñëåäóåò èç ìàêñèìàëüíîñòè k.) Âåðíî è
îáðàòíîå: âûáîð ïàðêîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b1, . . . , bk è íàäåæíîé ïàðêîâî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè bk+1 − k, bk+2 − k, . . . , bn+1 − k ïîçâîëÿåò çàäàòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ
äëÿ âñå óëèöû.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíóþ ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ íà óëèöå ñ n+ 1
ïàðêîâêîé, íóæíî âûáðàòü ëþáîå k, âûáðàòü Ck

n+1 ïðîèçâîëüíûõ k âîäèòåëåé, íàçíà÷èòü
äëÿ èõ ïðåäïî÷òåíèé îäíó èç Pk ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé, à äëÿ îñòàëüíûõ n+1−k âîäèòåëåé
â êà÷åñòâå ïðåïî÷òåíèé íàçíà÷èòü îäíó èç (n−k)n−k íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé. Ýòî
è åñòü êîìáèíàòîðíîå èñòîëêîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëû.

4.10. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 4.7 ôîðìóëà ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ
ôóíêöèé íà ïàðêîâêå äëèíû n.

4.11. Â [10] ýòà ôîðìóëà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ íåïðîñòîé áèåêöèè ñ ïîìå÷åííûìè äåðåâüÿìè.
Ìû äîêàæåì åå, ïîëüçóÿñü ñõîäñòâîì ñ ïðåäûäóùèìè çàäà÷àìè.

Íàçîâåì ìîäåðíèçèðîâàííîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé ëþáóþ ïàðêîâî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (a1, . . . , an), â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ïðîíóìåðîâàíû âñå ýëåìåíòû, ðàâíûå 1.
Íàïðèìåð, (1

1
, 2, 1

2
, 3, 3) è (1

2
, 2, 1

1
, 3, 3) � äâå ðàçëè÷íûå ìîäåðíèçèðîâàííûå ïàðêîâî÷íûå

ôóíêöèè (äëÿ n = 5). Êîëè÷åñòâî ìîäåðíèçèðîâàííûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé íà ïàðêîâêå
äëèíû n îáîçíà÷èì N∗(n).

Ðàññóæäàÿ êàê â çàäà÷å 4.7, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî ìîäåð-
íèçèðîâàííûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî N∗(n) = nn.

Ðàññìîòðèì ìîäåðíèçèðîâàííûå ïàðêîâî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ k ÷åëîâåê
ëþáÿò ÍÅ ïåðâîå ìåñòî, à n − k ïðåäïî÷èòàþò ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå. Ïîëüçóÿñü
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îáîçíà÷åíèÿìè è ðàññóæäåíèÿìè çàäà÷è 4.4, çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ðàâíî n!

k!
N(n− 1, k). È òîãäà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ìîäåðíèçèðîâàííûõ ïàðêîâî÷íûõ

ôóíêöèé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (1):

N∗(n) =
n∑
k=0

n!

k!
·N(n− 1, k) =

n∑
k=0

n!

k!
· (n− k)nk−1.

Ýòî òåëåñêîïè÷åñêàÿ ñóììà, îíà ðàâíà nn.
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5 Èíâåðñèè íà äåðåâüÿõ è íåóäîáñòâà ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé

5.1. Îáà óòâåðæäåíèÿ íàâåÿíû [16].
a) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííîå äåðåâî íà n âåðøèíàõ. Ïóñòü n�u � ýòî ïåðâîå

ðåáðî íà ïóòè èç âåðøèíû n â âåðøèíó 1 (âîçìîæíî, u = 1). Óäàëèì ýòî ðåáðî, äåðåâî
ðàñïàäåòñÿ íà äâà äåðåâà An è A1. Ïðè ýòîì â äåðåâå A1 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëåíà
âåðøèíà u, ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî äåðåâî êîðíåâîå. Ïóñòü äåðåâî A1 èìååò k + 1
âåðøèíó, 0 6 k 6 n − 2. Òîãäà äåðåâî An èìååò n − k − 1 âåðøèí. Î÷åâèäíî, ïîìå÷åííûé
ëåñ (An, A1) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ èñõîäíûì ïîìå÷åííûì äåðåâîì íà n âåðøèíàõ.

Ïîêàæåì, êàê óñòðîåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ êàæäîãî k, 0 6 k 6 n − 2, âûáåðåì
âåðøèíû äëÿ äåðåâà A1. Ïîñêîëüêó âåðøèíà 1 äîëæíà íàõîäèòüñÿ â äåðåâå A1, à âåðøè-
íà n � â äåðåâå An, äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü k âåðøèí ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [n],
êðîìå 1 è n; ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ck

n−2 ñïîñîáàìè. Îñòàëüíûå n−k−1 âåðøèí áóäóò ïðèíàäëå-
æàòü äåðåâó An. Äàëåå ïîñòðîèì ñàìè äåðåâüÿ A1 è An � ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâåííî
(k + 1)Tk+1 è Tn−k−1 ñïîñîáàìè. Íàêîíåö, íàì íóæíî ¾ñêðåïèòü¿ äåðåâüÿ, äëÿ ýòîãî íóæíî
ïðîâåñòè ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó n ñ ëþáîé êîðíåì äåðåâà A1. Ìû ïîëó÷èëè êîìáè-
íàòîðíîå èñòîëêîâàíèå k-ãî ñëàãàåìîãî èç ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî òîæäåñòâà:
îíî ðàâíî êîëè÷åñòâó îñòîâíûõ ëåñîâ íà ìíîæåñòâå [n], ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç äâóõ äåðåâüåâ,
òàêèõ ÷òî îäíî äåðåâî ñîäåðæèò âåðøèíó n è êðîìå íåå åùå k äðóãèõ âåðøèí, à äðóãîå
äåðåâî � êîðíåâîå è ñîäåðæèò âåðøèíó 1.

b) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ a = (a1, a2, . . . , an+1) äëÿ óëèöû ñ
n+ 1 ïàðêîâî÷íûì ìåñòîì. Ïóñòü âîäèòåëè âúåõàëè íà óëèöó â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìå-
ðîâ è ïîñëåäíåìó èç íèõ äîñòàëîñü ìåñòî k. Çàôèêñèðóåì ïðåäïî÷òåíèÿ ïåðâûõ n âîäèòåëåé
è ïîïûòàåìñÿ óâåëè÷èòü ïðåäïî÷òåíèå ïîñëåäíåãî âîäèòåëÿ, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, ò. å.
ïîäáåðåì ìàêñèìàëüíîå an+1, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an+1) îñòàåòñÿ
ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé. Î÷åâèäíî, ýòèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ an+1 = k, ïðè-
÷åì íèêòî èç îñòàëüíûõ âîäèòåëåé íå ïðåòåíäîâàë íà k-å ìåñòî, à òàêæå íèêòî èç òåõ, êòî
íå ñìîã ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ëþáèìîì ìåñòå, íå ïðîåçæàë ìèìî k-ãî ìåñòà. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ðîâíî k − 1 ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàëè ïàðêîâàòüñÿ íà ìåñòàõ ñ 1-ãî (k − 1)-å è ðîâíî
n+ 1− k ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàëè ïàðêîâàòüñÿ íà ìåñòàõ ñ (k + 1)�ãî ïî (n+ 1)-å. Ïîëîæèì,
ã = (a1, a2, . . . , an, k) è áóäåì íàçûâàòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêðóïíåíèåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè a.

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì ` 6 k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an, `) ÿâëÿåòñÿ ïàðêîâî÷íîé
ôóíêöèåé, è èç êàæäîé èç ýòèõ k ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé (è òîëüêî èç íèõ) ïðè óêðóïíåíèè
ïîëó÷àåòñÿ ôóíöèÿ ã.

Êàê æå íàì çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ã? Ïîñëåäíèé âîäèòåëü âûäåëåí èçíà÷àëüíî.
Íóæíî âûáðàòü k − 1 âîäèòåëÿ, êîòîðûå áóäóò ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâûõ k − 1 ìåñòàõ (Ck−1

n

âàðèàíòîâ) è íàçíà÷èòü èì ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ (Pk−1 âàðèàíòîâ). Äàëåå íóæíî çàäàòü
ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ äëÿ òåõ, êòî ïàðêóåòñÿ íà ìåñòàõ ïîñëå k-ãî (Pn−(k−1) âàðèàíòîâ).
Èòàê, äëÿ âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ã èìååòñÿ Ck−1

n Pk−1Pn−(k−1) âàðèàíòîâ. Âñïîìèíàÿ,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ã ÿâëÿåòñÿ óêðóïíåíèåì k ðàçëè÷íûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé Pn+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Pn+1 =
n+1∑
k=1

Ck−1
n kPk−1Pn−(k−1)

5.2. Îòâåò: F ∗n(x) =
n∑
k=0

Ck
nFk(x)Fn−k(x).

5.3. Îáà óòâåðæäåíèÿ âçÿòû èç [16]. Ýòè ðåêóðñèè óòî÷íÿþò ðåêóðñèè èç çàäà÷è 5.1.
a) Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû inv(T ) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòêè âåðøèí � ýòî

ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, çàôèêñèðóåì ïðàâèëî, ÷òî êîðåíü íå èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà èíâåðñèé äåðåâà, è òîãäà ñîâåðøåííî íåâàæíî, êàêîé ìåòêîé îí ïîìå÷åí.
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Äàäèì ïîëåçíîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî ïîìå÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî T íà ìíîæåñòâå
[`] è ôèêñèðîâàíî ìíîæåñòâî ÷èñåë S = {s1, s2, . . . , s`}. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç
` êîðíåâûõ äåðåâüåâ T1, T2, . . . , T`, âåðøèíû êîòîðûõ ïîìå÷åíû ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà S.
Äåðåâî Ti ïîëó÷àåòñÿ èç äåðåâà T ñ ïîìîùüþ çàìåíû åãî ìåòîê íà ìåòêè èç ìíîæåñòâà S
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êîðåíü äåðåâà T âìåñòî èìåþùåéñÿ òàì ìåòêè ñòàâèòñÿ ìåòêà si.
Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ è ðàññòàâëÿþòñÿ â
íåêîðíåâûõ âåðøèíàõ äåðåâà T òàê, ¾êàê ýòî ñäåëàíî â äåðåâå T¿: ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ ìåòêà
ñòàâèòñÿ â âåðøèíó 1, ñëåäóþùàÿ ïî âåëè÷èíå ìåòêà ñòàâèòñÿ â âåðøèíó 2 è ò. ä. Î÷åâèäíî,
êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ó âñåõ äåðåâüåâ ýòîãî ñåìåéñòâà îäèíàêîâî. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
äåðåâüåâ èç ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâíîèíâåðñíûìè äðóã äðóãó.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Äîïîëíèì ðàññóæäåíèÿ ðåøåíèÿ 5.1 a) ïîäñ÷åòîì èíâåðñèé.
×òîáû íå ìåíÿòü îáîçíà÷åíèé, äîêàæåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå, âçÿâ âìåñòî ïàðàìåòðà
n çíà÷åíèå n − 2 (íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Fn ñòðîèòñÿ ïî ìíîæåñòâó äåðåâüåâ ñ n + 1
âåðøèíàìè):

Fn−1(x) =
n−2∑
k=0

Ck
n−2(x

k + xk−1 + . . .+ 1)Fk(x)Fn−k−2(x).

Èòàê, â ðåøåíèè 5.1 a) âñåâîçìîæíûå ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ëåñàìè (An, A1). ×òîáû çàäàòü ëåñ (An, A1), íóæíî âûáðàòü k
âåðøèí äëÿ äåðåâà A1 ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [n], êðîìå 1 è n, (ïîëó÷àåòñÿ Ck

n−2
âàðèàíòîâ, îñòàëüíûå n−k−1 âåðøèí àâòîìàòè÷åñêè ïîïàäóò â äåðåâî An) è ïîñòðîèòü ñà-
ìè äåðåâüÿ A1 è An, ïðè ýòîì äåðåâî A1 êîðíåâîå. Äàëåå ìû ¾ñêðåïëÿåì¿ äåðåâüÿ, ïðîâîäÿ
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó n ñ êîðíåì äåðåâà A1.

×òîáû ïîäñ÷èòûâàòü èíâåðñèè, çàôèêñèðóåì äåðåâüÿ An è A1 è ñãðóïïèðóåì â îäèí êëà-
ñòåð k+1 ëåñîâ âèäà (An, A), ãäå A ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî êîðíåâûõ äåðåâüåâ, ðàâíîèíâåðñíûõ
äåðåâó A1. ×èñëî èíâåðñèé â îáðàçîâàâøåìñÿ äåðåâå T ∈ Tn ðàâíî inv(An) + inv(A) + δA,
ãäå ïîïðàâêà δA ðàâíà ÷èñëó èíâåðñèé, êîòîðûå îáðàçóåò â äåðåâå T êîðíåâàÿ âåðøèíà
äåðåâà A c äðóãèìè âåðøèíàìè äåðåâà A (áóäó÷è êîðíåì äåðåâà A, îíà íå ó÷àñòâîâàëà
â ïîäñ÷åòå âåëè÷èíû inv(A), à ïîñëå ñêðåïëåíèÿ äåðåâüåâ ó÷àñòâóåò). Êàê ìû îòìå÷àëè,
inv(A) = inv(A1) äëÿ âñåõ äåðåâüåâ A, ðàâíîèíâåðñíûõ äåðåâó A1. ×òî æå êàñàåòñÿ ïîïðàâ-
êè δA, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îíà ïî îäíîìó ðàçó ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , k, êîãäà A
ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ äåðåâüåâ, ðàâíîèíâåðñíûõ äåðåâó A1.

Êàæäûé ëåñ (An, A) èç íàøåãî êëàñòåðà îïðåäåëÿåò ñëàãàåìûå xinv(An), xinv(A) â íóìå-
ðàòîðàõ Fn−k−2(x), Fk(x). Ïîêàçàòåëü èõ ïðîèçâåäåíèÿ xinv(An)+inv(A) ðàâåí ÷èñëó èíâåðñèé
â îáðàçîâàâøåìñÿ ãðàôå áåç ó÷åòà ïîïðàâêè. Ïåðåáèðàÿ âñå äåðåâüÿ, ðàâíîèíâåðñíûå A1,
ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå (xk + xk−1 + . . . + 1)xinv(An)+inv(A), êîòîðîå äàåò ñóììó îäíî÷ëåíîâ,
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ðàâíóþ ñëàãàåìûì íóìåðàòîðà Fn−1(x) äëÿ äåðåâüåâ, ïîðîæ-
äåííûì íàøèì êëàñòåðîì. Ñóììèðóÿ ïî âñåì êëàñòåðàì, ïîëó÷åì òðåáóåìóþ ôîðìóëó.

b) Äîïîëíèì ðàññóæäåíèÿ ðåøåíèÿ 5.1 b) ïîäñ÷åòîì íåóäîáñòâ. Â ýòîì ðåøåíèè ìíîæå-
ñòâî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé ðàçáèòî íà êëàñòåðû. Â îäèí êëàñòåð ñ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé
a = (a1, a2, . . . , an+1) âõîäÿò ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè (a1, a2, . . . , an, i), ãäå 1 6 i 6 k, à ÷å-
ðåç k îáîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ïðåäïî÷òåíèå (n + 1)-ãî âîäèòåëÿ, ïðè êîòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an, k) âñå åùå îñòàåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé ñ çàäàííûì ïàðàìåòðîì k ìû
ïåðåáèðàåì âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè a′ äëÿ òåõ, êòî ïàðêóåòñÿ íà ïåðâûõ k − 1 ìåñòàõ, è
âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè a′′ äëÿ òåõ, êòî ïàðêóåòñÿ íà ïîñëåäíèõ n − (k − 1) ìåñòàõ. Ïîç-
âîëÿÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü ðå÷è, ñêàæåì, ÷òî íåóäîáñòâî ýòèõ ïàðêîâî÷íûõ âûðèàíòîâ
ðàâíî D(a′) è D(a′′), à íà ÿçûêå íóìåðàòîðîâ � xD(a′) è xD(a′′). ×òî æå êàñàåòñÿ (n + 1)-ãî
÷åëîâåêà, êîòîðûé ïî íàøåìó ïëàíó ïàðêóåòñÿ íà k-ì ìåñòå, òî åãî âêëàä â îáùåå íåóäîá-
ñòâî ïðèíèìàåò äëÿ ôóíêöèé èç íàøåãî êëàñòåðà ïî îäíîìó ðàçó çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , k − 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå íåóäîáñòâî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé èç îäíîãî êëàñòåðà çàïèñûâà-
åòñÿ âûðàæåíèåì (xk−1 + xk−2 + . . .+ 1)xD(a′)xD(a′′). Ñóììèðóÿ ïî âñåì êëàñòåðàì, ïîëó÷àåì
òðåáóåìóþ ôîðìóëó.
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5.4. Òðåáóåìàÿ áèåêöèÿ êîðîòêî îïèñàíà â [19]. Ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïðè-
âíîñèò â ýòè ðàññóæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîäðîáíîñòè, íàì ëþáåçíî ñîîáùèë È.Áîãäàíîâ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííîå äåðåâî T ñ n + 1 âåðøèíîé áåç èíâåðñèé. Êàê
îáû÷íî, ìû ñ÷èòàåì âåðøèíó n+1 êîðíåì, ââîäÿ òåì ñàìûì îòíîøåíèå ¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿.
Ïðèïèøåì ê êàæäîé âåðøèíå, êðîìå êîðíÿ, öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå
÷èñëà å¼ ïîòîìêîâ (èñêëþ÷àÿ å¼ ñàìó); ýòî ÷èñëî áóäåì íàçûâàòü ïëîõîñòüþ âåðøèíû. Ïî-
ëó÷åííûé îáúåêò (ïîìå÷åííîå äåðåâî ñ ïðèïèñàííûìè ïëîõîñòÿìè) íàçîâ¼ì îñíàù¼ííûì
äåðåâîì (èëè êðàòêî î-äåðåâîì), à ìíîæåñòâî âñåõ îñíàù¼ííûõ äåðåâüåâ ñ n + 1 âåðøè-
íîé îáîçíà÷èì ÷åðåç En+1. Ñóììó âñåõ ïëîõîñòåé âåðøèí î-äåðåâà E íàçîâ¼ì ïëîõîñòüþ
î-äåðåâà è îáîçíà÷èì bad(E).

Òðåáóåìàÿ áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöåé äâóõ áèåêöèé, îïèñàííûõ íèæå.

(i): Áèåêöèÿ ìåæäó En+1 è Tn+1. Òîëüêî â ðàìêàõ ïîñòðîåíèÿ ýòîé áèåêöèè ìû áóäåì
ðàçëè÷àòü âåðøèíó äåðåâà è ÷èñëî, êîòîðûì îíà ïîìå÷åíà (ò. å. ïîìåòêó âåðøèíû). Ýòî
ïîëåçíî, èáî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ áèåêöèè ïîìåòêè áóäóò ïåðåñòàâëÿòüñÿ.

Íàçîâ¼ì èíâåðñíîñòüþ âåðøèíû ïîìå÷åííîãî äåðåâà êîëè÷åñòâî å¼ ïîòîìêîâ, ÷èñëà â
êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì ÷èñëî â ñàìîé âåðøèíå. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èíâåðñèé â äåðåâå ðàâíî
ñóììå èíâåðñíîñòåé åãî âåðøèí.

Ìû óñòðîèì áèåêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî î-äåðåâó E ∈ En+1 ìû ïîñòðîèì äåðåâî
T ∈ Tn+1 òàêîå, ÷òî

(a) T è E ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå íåïîìå÷åííîìó äåðåâó, è èõ êîðíè ñîâïàäàþò;

(b) ïëîõîñòü ëþáîé âåðøèíû â E ðàâíà å¼ èíâåðñíîñòè â T .

Êàê ñëåäñòâèå, bad(E) = inv(T ).
Äëÿ ýòîãî â î-äåðåâå E íàäî ïåðåñòàâèòü ïîìåòêè âåðøèí. Ìû áóäåì äåëàòü ýòî ¾ñâåðõó

âíèç¿, îáðàáîòàâ ñíà÷àëà âñåõ ñûíîâåé êîðíÿ, çàòåì âñåõ èõ ñûíîâåé è ò. ä. Ïóñòü v �
î÷åðåäíàÿ âåðøèíà, êîòîðóþ íàäî îáðàáîòàòü, i � å¼ ïëîõîñòü â î-äåðåâå, à a1>a2> . . . >
ak � òåêóùèå ïîìåòêè å¼ è âñåõ å¼ ïîòîìêîâ â óáûâàþùåì ïîðÿäêå (òîãäà a1 � ïîìåòêà
â v, è k > i). Ïåðåñòàâèì ìåòêè a1, . . . , ai+1 òàê: ïîñòàâèì ai+1 â v, à aj+1 çàìåíèì íà aj
ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . , i. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èíâåðñíîñòü v ñòàëà ðàâíà i, íèêàêèå äâà
ïîòîìêà v èíâåðñèè íå îáðàçóþò, è èíâåðñíîñòè îñòàëüíûõ âåðøèí íå ïîìåíÿëèñü (èáî íå
ïîìåíÿëèñü ìíîæåñòâà èõ ïîòîìêîâ). Çíà÷èò, îáðàáîòàâ òàêèì îáðàçîì âñå âåðøèíû, ìû
ïîëó÷èì äåðåâî T ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàí ïðèìåð äåéñòâèÿ ýòîãî àëãîðèòìà (èíäåêñû óêàçûâàþò ïëî-
õîñòè âåðøèí).
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Ðèñ. 7. Ïîñòðîåíèå T ïî E (è íàîáîðîò)

×òîáû ïîñòðîèòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èç Tn+1 â En+1, çàìåòèì, ÷òî ïëîõîñòè âåðøèí â
E ðàññòàâëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (b). Ïåðåñòàíîâêà æå ïîìåòîê ñòðîèòñÿ
ïîõîæèì îáðàçîì ñíèçó ââåðõ. Êîãäà îáðàáàòûâàåòñÿ âåðøèíà v, íèêàêèå äâà å¼ ïîòîìêà íå
îáðàçóþò èíâåðñèè. Ïóñòü a1 > . . . > ak � ïîìåòêè å¼ è å¼ ïîòîìêîâ, ïðè÷¼ì â v ñòîèò ai+1.
Òîãäà äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ìåòêè ïî öèêëó a1 → ai+1 → ai → . . . → a1. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ïðîöåññà ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå î-äåðåâî.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû.

(ii): Áèåêöèÿ ìåæäó Pn è En+1. Ïóñòü a = (a1, . . . , an) � ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à
p1, . . . , pn � íîìåðà ìåñò, íà êîòîðûõ ïðèïàðêîâàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå âîäèòåëè; òîãäà
p = (p1, . . . , pn) � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Íàçîâ¼ì íåóäîáñòâîì i-ãî âîäèòåëÿ âåëè-
÷èíó pi − ai; ñóììàðíîå íåóäîáñòâî âñåõ âîäèòåëåé åñòü íåóäîáñòâî ôóíêöèè a.

Ìû óñòðîèì áèåêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî ôóíêöèè a ìû ïîñòðîèì î-äåðåâî E ∈ En+1

òàêîå, ÷òî

(ñ) ïëîõîñòü âåðøèíû ñ ïîìåòêîé k ðàâíà íåóäîáñòâó âîäèòåëÿ k.

Êàê ñëåäñòâèå, bad(E) = D(a), à çíà÷èò, êîìïîçèöèÿ äâóõ íàøèõ áèåêöèé � òðåáóåìàÿ.
Îñòàëîñü, ñîáñòâåííî, ïðåäúÿâèòü âòîðóþ áèåêöèþ. Ìû íà÷í¼ì ñ áîëåå ïðîñòîé áèåê-

öèè � ìåæäó ïåðåñòàíîâêàìè p = (p1, . . . , pn) è ïîìå÷åííûìè äåðåâüÿìè T ∈ Tn+1 áåç
èíâåðñèé. Çàòåì ìû ïðîäîëæèì ýòó áèåêöèþ íà ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè è îñíàù¼ííûå äå-
ðåâüÿ.

Øàã 1. Ñîïîñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâîê äåðåâüÿì áåç èíâåðñèé. Ïîëîæèì pn+1 = n + 1 è
ðàññìîòðèì ÷èñëà 1, 2, . . . , n+1 êàê âåðøèíû ñòðîÿùåãîñÿ äåðåâà; íàçîâ¼ì ÷èñëî pi ìåñòîì
âåðøèíû i. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i 6 n íàéä¼ì íàèìåíüøåå èç ìåñò pj ïðè j > i, êîòîðîå
áîëüøå pi, è ñîåäèíèì i ñ j. Ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô (âñå âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóò¼ì ñ
n + 1) ñ n ð¼áðàìè, ò. å. äåðåâî T . (Ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî äåðåâà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå ¾ñïðàâà íàëåâî¿: ìû ïî î÷åðåäè ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû n, n−1, . . . , 1 è ïîäñîåäèíÿåì
èõ ê ïîëó÷àþùåìóñÿ ñïðàâà äåðåâó ñîãëàñíî ïðàâèëó.)

Èññëåäóåì ïîëó÷åííîå äåðåâî. ßñíî, ÷òî â îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèè i � ñûí j. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó j 6 n. Äëÿ ëþáîãî ïîòîìêà k âåðøèíû j âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà k <
j è pk < pj (â ÷àñòíîñòè, â äåðåâå íåò èíâåðñèé). Ïóñòü s > j � âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé ps < pj,
è ps ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå (åñëè òàêîãî íåò, ïîëîæèì ps = 0). Òîãäà, ðàññìîòðåâ ïðîöåññ
ïîëó÷åíèÿ äåðåâà ñïðàâà íàëåâî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(d) ìåñòà âñåõ ïîòîìêîâ âåðøèíû j áîëüøå ps è ìåíüøå pj,

è íàîáîðîò � âñå âåðøèíû ñ òàêèìè ìåñòàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêàìè j (èáî îíè ïðèñîåäèíÿ-
þòñÿ ëèáî ê j, ëèáî ê å¼ ïîòîìêàì).

Ñâîéñòâà (c) è (d) ïîçâîëÿþò ïî äåðåâó T âîññòàíîâèòü ïåðåñòàíîâêó p, äåéñòâóÿ îïÿòü
æå ñïðàâà íàëåâî. Íà÷í¼ì ñ âåðøèíû n; ñîãëàñíî (d), ìåñòà å¼ è å¼ ïîòîìêîâ â òî÷íîñòè
ñîñòàâëÿþò ÷èñëî îò 1 äî pn; ïîýòîìó pn åñòü ÷èñëî å¼ ïîòîìêîâ. Äàëåå äåéñòâóåì àíàëî-
ãè÷íî: ðàññìàòðèâàÿ î÷åðåäíóþ âåðøèíó j, ÿâëÿþùóþñÿ ñûíîì íåêîòîðîé âåðøèíû k, ìû
çíàåì, ÷òî pj äîëæíî ëåæàòü ìåæäó ps è pk, ãäå ps � íàèáîëüøåå óæå îïðåäåë¼ííîå ìåñòî,
ìåíüøåå pk. Çíà÷èò, åñëè ó j ðîâíî d ïîòîìêîâ, òî îíè áóäóò èìåòü ìåñòà ps + 1, . . . , ps + d,
à ñàìî pj ðàâíî ps + d+ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêà (pi) âîññòàíîâëåíà.

Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíà ðàáîòà îáîèõ àëãîðèòìîâ. Îêîëî âåðøèí äåðåâà ñïðàâà óêà-
çàíû âîññòàíàâëèâàåìûå çíà÷åíèÿ pi, à òàêæå îïðåäåëÿåìûé äèàïàçîí ìåñò èõ ïîòîìêîâ.
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Ðèñ. 8. Ïîñòðîåíèå T ïî p (è íàîáîðîò)
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Òåïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíî âçàèìíî îáðàòíû.
Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå T 7→ p ñòðîèëîñü òàê, ÷òîáû âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ïåðåñòà-
íîâêó, åñëè T áûëî ïî íåé ïîñòðîåíî. Íàîáîðîò, ïóñòü ìû ïîñòðîèëè p ïî T . Âûáåðåì ëþáîå
i 6 n, ÿâëÿþùååñÿ ñûíîì k â äåðåâå T . Ïóñòü j > i � òà âåðøèíà, ê êîòîðîé i ïîäñîåäèíèòñÿ
â îáðàòíîé ïðîöåäóðå. Òîãäà pi < pj 6 pk, òî åñòü j � ïîòîìîê k èëè ñàìà k. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ p, âñå ïîòîìêè k, ëåæàùèå ìåæäó i è k, ïîëó÷àëè ìåñòà, ìåíüøèå pi.
Çíà÷èò, j = k, è ïî ïåðåñòàíîâêå p âîññòàíàâëèâàåòñÿ èìåííî T .

Øàã 2: Îñíàùåíèå. Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü òðåáóåìóþ áèåêöèþ. Ïóñòü a � ïàðêî-
âî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à p � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïåðåñòàíîâêà. Òîãäà ïî p ìîæíî ïîñòðîèòü
ïîìå÷åííîå äåðåâî T è îñíàñòèòü åãî ñîãëàñíî (c), ñîïîñòàâèâ âåðøèíå j ïëîõîñòü pj − aj.
Ñîãëàñíî (d), ÷èñëî ïîòîìêîâ j ðàâíî pj−ps−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ìàøèíà j ïîïàëà
íà ìåñòî pj, ìåñòî ps áûëî ñâîáîäíûì; çíà÷èò, aj > ps, òàê ÷òî pj − aj 6 pj − ps − 1, ò. å.
ïëîõîñòü âåðøèíû j íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà å¼ ïîòîìêîâ. Èòîãî, ìû ïîëó÷èëè î-äåðåâî E.
Íàîáîðîò, ïî î-äåðåâó E (òî÷íåå, ïî ïîäëåæàùåìó ïîìå÷åííîìó äåðåâó T ) ìîæíî âîññòà-
íîâèòü ïåðåñòàíîâêó p, à ïî íåé � ôóíêöèþ a, îïÿòü æå ñîãëàñíî (c). ßñíî, ÷òî åñëè ïî
a ïññòðîèòü E, òî ïî E âîññòàíîâèòñÿ èìåííî ôóíêöèÿ a. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî, íàîáî-
ðîò, åñëè ïî ïðîèçâîëüíîìó E ∈ En+1 ïîñòðîèòü ôóíêöèþ a, òî ïî íåé îáðàòíî ïîñòðîèòñÿ
äåðåâî E.

i

ai

1

3

2

5

3

2

4

3

5

1

6

7

7

4

i

pi

pi − ai

1

3

0

2

5

0

3

2

0

4

4

1

5

1

0

6

7

0

7

6

2

8

8

8

7360

5041

30

20

10

l

←→

Ðèñ. 9. Îñíàùåíèå äåðåâà

Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ a � ïàðêîâî÷íàÿ. Ïîñêîëüêó ai 6 pi, à
(pi) � ïåðåñòàíîâêà, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ai > 0. Ýòî ïðîñòî: åñëè ó âåðøèíû
i åñòü d ïîòîìêîâ, âñå îíè èìåþò íîìåðà, ìåíüøèå pi; çíà÷èò, pi áîëüøå, ÷åì d � è, êàê
ñëåäñòâèå, ÷åì ïëîõîñòü âåðøèíû j. Îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè ïî î-äåðåâó E ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêà p = (pi) è ïàðêî-
âî÷íàÿ ôóíêöèÿ a, òî, äåéñòâóÿ ïî ýòîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè, âîäèòåëè îáðàçóþò ðîâíî
ïåðåñòàíîâêó p. Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (d) ìåñòà pj âñåõ ïîòîìêîâ j âåðøèíû
i è å¼ ñàìîé îáðàçóþò ìíîæåñòâî Aj = {pi − d, . . . , pj − 1, pj}, ãäå d � ÷èñëî ïîòîìêîâ j.
Çíà÷èò, aj ∈ Aj.

Òåïåðü íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âîäèòåëü i ïîïàä¼ò íà ìåñòî pi, èíäóêöèåé ïî i. Ïðè i = 1
ýòî âåðíî, èáî 1 � ëèñò íàøåãî äåðåâà, òî åñòü p1 = a1. Ïóñòü âñå âîäèòåëè j < i ïîïàëè
íà ïðåäïèñàííûå ìåñòà. Â ÷àñòíîñòè, ïîïàëè íà ñâîè ìåñòà âñå ïîòîìêè i; çíà÷èò, âñå ìåñòà
pi−d, . . . , pi−1 óæå çàíÿòû, à pi � ñâîáîäíî. Òàê êàê ai ∈ Ai, îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî âîäèòåëü
i ïðèïàðêóåòñÿ íà pi. Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
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