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1 Âìåñòî âñòóïëåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå âàì ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü íåñêîëüêî çàäà÷. Åñëè ó âàñ íå ïîëó-
÷èòñÿ ýòî ñäåëàòü (à ìû ñ÷èòàåì èõ íåïðîñòûìè), ïîïðîáóéòå âåðíóòüñÿ ê íèì óæå
ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà pqr-ëåìì.

1. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

1 + 12abc > 4(ab+ bc+ ca).

2. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî

a+ b+ c = 9, ab+ bc+ ca = 24.

Äîêàæèòå, ÷òî 16 6 abc 6 20. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ [16, 20] ñóùå-
ñòâóþò âåùåñòâåííûå a, b, c òàêèå, ÷òî a+ b+ c = 9, ab+ bc+ ca = 24, abc = r.

3. Ïóñòü P � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò òð¼õ ïåðåìåííûõ íå áîëåå ÷åì ïÿòîé
ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (a, a, c) > 0 è P (0, b, c) > 0 äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë a, b, c, òî P (a, b, c) > 0 äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c.

4. (Ðîññèÿ, îòáîð íà IMO, 2015) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è 1 + a + b + c = 2abc.
Äîêàæèòå, ÷òî

ab

1 + a+ b
+

bc

1 + b+ c
+

ca

1 + c+ a
>

3

2
.

5. (Èðàí, îòáîð íà IMO, 1996) Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî íèêàêèå
äâà èç íèõ íå ðàâíû íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî

(ab+ bc+ ca)

(
1

(a+ b)2
+

1

(b+ c)2
+

1

(c+ a)2

)
>

9

4
.

2 Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Íà÷í¼ì èçó÷åíèå pqr-ìåòîäà ñ èçó÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

1Â íàñòîÿùèé ìîìåíò îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèå uvw-ìåòîä.
2Áëàãîäàðèì Ì.À. Ðîçåíáåðãà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. Îñîáî îòìåòèì åãî âàæíóþ ðîëü â ïî-

ïóëÿðèçàöèè uvw-ìåòîäà.
3Áëàãîäàðèì À.Í. Äîëåäåíîê è È.È. Áîãäàíîâà çà ïîìîùü â ïåðåâîäå ïðîåêòà.
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2.1 Ñâîéñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

6. Âûðàçèòå ÷åðåç a+ b è ab âûðàæåíèÿ a2 + b2, a3 + b3, a4 + b4, (a− b)2.

Äëÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ a, b, c ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ p = a + b + c, q = ab + bc + ca,
r = abc � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò òð¼õ ïåðåìåííûõ.

7. Âûðàçèòå ÷åðåç p, q, r âûðàæåíèÿ a2 + b2 + c2, a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b,
a3 + b3 + c3, (ab)2 + (bc)2 + (ca)2, a4 + b4 + c4, (a+ b)(b+ c)(c+ a).

8. Äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k ïîëîæèì sk = ak + bk + ck. Âûâåäèòå ðåêóððåíò-
íóþ ôîðìóëó (ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò p, q, r), âûðàæàþùóþ sk (k > 3)
÷åðåç sk−1, sk−2 è sk−3.

Íàçîâ¼ì ìíîãî÷ëåí G(a, b, c) îò òð¼õ ïåðåìåííûõ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè îí íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ïåðåìåííûõ (ò.å. G(a, b, c) = G(b, a, c) = . . .).
Ðåçóëüòàòîì ñëåäóþùåé çàäà÷è â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ a, b, c ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ p, q, r.

10. Äàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî t. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

 a + b + c = t,
a2 + b2 + c2 = t2,
a3 + b3 + c3 = t3.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷àñòî ïîìî-
ãàåò ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ, îäíàêî, åñòü ïðîáëåìà: íàïðèìåð, î÷åâèäíîå
íåðàâåíñòâî a2 + b2 + c2 > 0, ãäå a, b, c � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïåðåïèøåòñÿ êàê
p2 − 2q > 0, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p è q. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî p, q è r íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, è íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � îïðåäåëèòü,
êàêèìè îíè ìîãóò áûòü.

11. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî q2 > 3pr.

12. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî
p

3
>

√
q

3
> 3
√
r.

2.2 Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò 2 ïåðåìåííûõ

Íàçîâ¼ì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x, y) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Áó-
äåì çàïèñûâàòü åãî â âèäå x + yi, ãäå i íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé. Ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Ôîðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ òàêîâà, ÷òî i2 = −1. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òàêîãî âèäà
x íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, à y � ìíèìîé. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ íóëåâîé
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âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Ñîïðÿæ¼ííûì ê êîìïëåêñíîìó
÷èñëó x+ yi íàçûâàåòñÿ ÷èñëî x− yi (îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x+ yi). Îòìåòèì, ÷òî
ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ òàêæå è êîìïëåêñíûì: x = x+ 0 · i.

Äëÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ p = a+ b è q = ab.

13. Äîêàæèòå, ÷òî a è b � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − px+ q = 0, è äðóãèõ êîðíåé íåò.

14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îáà ÷èñëà p è q � âåùåñòâåííûå, òî ÷èñëà a è b èëè îáà
âåùåñòâåííû, èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p è q âåùåñòâåííû, òî (a− b) ÿâëÿåòñÿ èëè âåùåñòâåííûì,
èëè ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì.

16. Âûðàçèòå óñëîâèå òîãî, ÷òî a è b âåùåñòâåííû, â òåðìèíàõ p è q è íåðàâåíñòâ
îò ýòèõ âåëè÷èí.

17. Äîêàæèòå, ÷òî a è b âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà p è q íåîòðèöàòåëüíû è âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà p è q èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

2.3 Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò 3 ïåðåìåííûõ

Äëÿ òð¼õ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b, c ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: p = a + b + c,
q = ab+ bc+ ca, r = abc.

18. Äîêàæèòå, ÷òî a, b, c � êîðíè óðàâíåíèÿ x3−px2+ qx− r = 0, è äðóãèõ êîðíåé
íåò.

Êàê è â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ, ìû ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâà âåùåñòâåííîñòè è
íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ a, b, c âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óñëîâèÿ íà p, q, r.

19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà p′, q′, r′ âåùåñòâåííû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà
a′, b′, c′ (åäèíñòâåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè), ÷òî p′ = a′ + b′ + c′, q′ =
a′b′+ b′c′+ c′a′, r′ = a′b′c′, ïðè÷åì ëèáî âñå ÷èñëà a′, b′, c′ âåùåñòâåííû, ëèáî ñðåäè
íèõ îäíî âåùåñòâåííîå, à äâà äðóãèõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

20. Èçâåñòíî, ÷òî âñå ÷èñëà p, q, r � âåùåñòâåííûå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

(a− b)(b− c)(c− a)

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, åñëè âñå ÷èñëà a, b, c âåùåñòâåííû, è ÷èñòî ìíèìûì â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

21. Äîêàæèòå, ÷òî

(a− b)2(b− c)2(c− a)2 = −4p3r + p2q2 + 18pqr − 4q3 − 27r2.

Ïîäñêàçêà. Îáîçíà÷èì lxy = axby+bxcy+cxay. Òîãäà (l12−l21)2 = (l12+l21)
2−4l12l21.

22. Êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè. Ïóñòü äàíà òðîéêà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (p, q, r).
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà a, b, c, îïðåäåëÿåìûå êàê êîðíè óðàâíåíèÿ x3−px2+qx−r = 0

3



(ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), âåùåñòâåííû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T (p, q, r) > 0, ãäå
ìíîãî÷ëåí T (p, q, r) îïðåäåëÿåòñÿ êàê T (p, q, r) = −4p3r+ p2q2 + 18pqr− 4q3 − 27r2.

23. Ëåììà î íåîòðèöàòåëüíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâà p, q, r > 0 è
T (p, q, r) > 0 ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî ÷èñëà a, b, c âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ôîðìóëà äëÿ T (p, q, r) � ñëèøêîì ñëîæíàÿ è íåóäîáíàÿ
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Îäíàêî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â îñíîâíîì ñëå-
äóþùèì ñîîáðàæåíèåì. Ïîñìîòðèì íà óñëîâèå T (p, q, r) > 0: äîïóñòèì, ìû çàôèê-
ñèðîâàëè êàêèå-òî äâå ïåðåìåííûå (íàïðèìåð, p = p0 è q = q0), òîãäà âûðàæåíèå
T (p, q, r) îáðàòèòñÿ â ìíîãî÷ëåí îò îñòàâøåéñÿ ïåðåìåííîé (â íàøåì ñëó÷àå, îò r).
Óñëîâèå T (p, q, r) > 0 â òàêîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî òðåòüÿ ïåðåìåííàÿ (â
íàøåì ñëó÷àå, r) ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ è ëó÷åé.

3 pqr-ëåììû

Íàçîâ¼ì òðîéêó (p, q, r) äîïóñòèìîé, åñëè p, q, r > 0 è T (p, q, r) > 0, òî åñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû î íåîòðèöàòåëüíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ó ìíîãî÷ëåíà
x3−px2+qx−r = 0 åñòü òðè (âîçìîæíî, êðàòíûõ) âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
êîðíÿ.

24. Ëåììà îá r. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ p = p0 è q = q0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî r
òàêîå, ÷òî òðîéêà (p0, q0, r) äîïóñòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî r òàêîãî,
÷òî òðîéêà (p0, q0, r) äîïóñòèìà, â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé èëè åñòü äâà
ðàâíûõ, èëè îäèí èç íèõ ðàâåí 0. À äëÿ ìàêñèìàëüíîãî r òàêîãî, ÷òî (p0, q0, r)
äîïóñòèìà, âåðíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé åñòü äâà ðàâíûõ.

25. Ëåììà î q. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ p = p0 è r = r0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî q
òàêîå, ÷òî òðîéêà (p0, q, r0) äîïóñòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñè-
ìàëüíîãî q òàêîãî, ÷òî (p0, q, r0) äîïóñòèìà, â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé åñòü
äâà ðàâíûõ.

26. Ëåììà î p. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ q = q0 è r = r0 > 0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî p
òàêîå, ÷òî òðîéêà (p, q0, r0) äîïóñòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñè-
ìàëüíîãî p òàêîãî, ÷òî (p, q0, r0) äîïóñòèìà, â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé åñòü
äâà ðàâíûõ.
Îñòàíåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè r0 = 0?

Ïîñëå äîëãîãî òåîðåòè÷åñêîãî âñòóïëåíèÿ ìû íàêîíåö-òî ìîæåì ðàññìîòðåòü ïðè-
ìåð äîêàçàòåëüñòâà ñîâñåì ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ pqr-ìåòîäà.

Ïðèìåð. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå p2 − 2q > q ⇔ p2 > 3q. Çàôèêñè-
ðóåì, ê ïðèìåðó, çíà÷åíèÿ p = p0 è r = r0. Òåïåðü íàì íàäî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
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q 6 p20
3 , òî åñòü ïîêàçàòü, ÷òî q îãðàíè÷åíî ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Çàìåòèì,

÷òî åñëè ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî q, òî îíî áóäåò âåðíî äëÿ
âñåõ q. Ïî ëåììå î q ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå q äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êàêèå-íèáóäü èç
ïåðåìåííûõ a, b, c ðàâíû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, a = b = x, c = z. Ïîñêîëü-

êó íåðàâåíñòâî q 6 p20
3 ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó, òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå

íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì

2x2 + z2 > x2 + 2xz ⇔ (x− z)2 > 0,

÷òî âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b,
c. Ðàâåíñòâî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè x = z, òî åñòü åñëè a = b = c.

Òåïåðü âû ìîæåòå âåðíóòüñÿ ê ïàðàãðàôó 1 è ïðèìåíèòü pqr-ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ
ïðåäëîæåííûõ òàì çàäà÷!

4 Íåðàâåíñòâà

Äîïóñòèì, ìû äîêàçûâàåì ñèììåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî îò òð¼õ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ a, b, c. Çàôèêñèðóåì äâå èç òð¼õ ïåðåìåííûõ p, q, r > 0. Ïåðåïè-
øåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå f > 0, ãäå f � ôóíêöèÿ îò îñòàâøåéñÿ ïåðå-
ìåííîé. Òîãäà, åñëè f ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé èëè âîãíóòîé, òî íåðàâåíñòâî äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü â ñëó÷àå a = b (è ñëó÷àå a = 0, åñëè ìû ôèêñèðîâàëè p è
q).

Âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ òðåáóåòñÿ óêàçàòü òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ a, b, c,
ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî!

27. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è 1
a + 1

b +
1
c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(a− 1)(b− 1)(c− 1) > 8.

28. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

1

9− ab
+

1

9− bc
+

1

9− ca
6

3

8
.

29. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

1

1 + 2ab
+

1

1 + 2bc
+

1

1 + 2ca
>

2

1 + abc
.

30. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, a+ b+ c = 4 è a2 + b2 + c2 = 6. Äîêàæèòå, ÷òî

a6 + b6 + c6 6 a5 + b5 + c5 + 32.
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31. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàâíû íóëþ.
Äîêàæèòå, ÷òî

1

a2 + b2
+

1

b2 + c2
+

1

c2 + a2
>

10

(a+ b+ c)2
.

32. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a5 + b5 + c5 + abc(ab+ bc+ ca) > a2b2(a+ b) + b2c2(b+ c) + c2a2(c+ a).

33. a) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a4 + b4 + c4

ab+ bc+ ca
+

3abc

a+ b+ c
>

2

3
(a2 + b2 + c2).

á) Íàéäèòå íàèìåíüøåå k > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c > 0 ñïðàâåäëèâî

k
a4 + b4 + c4

ab+ bc+ ca
+ (1− k) 3abc

a+ b+ c
>
a2 + b2 + c2

3
.

34. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, X = a2+b2

2c2 + b2+c2

2a2 + c2+a2

2b2 , Y = 2a
b+c + 2b

c+a + 2c
a+b .

Äîêàæèòå, ÷òî
4X + 69 > 27Y.

35. a) Äàí îäíîðîäíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (a, b, c) ñòåïåíè íå âûøå 8.
Ïðèâåäèòå àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îí ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óìååì
íàõîäèòü íóëè è ýêñòðåìóìû ëþáîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

á) Ïðèâåäèòå àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì äëÿ îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå 17.

â*) Ïðèâåäèòå àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì äëÿ îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

×òîáû ïðèìåíèòü pqr-ìåòîä, èíîãäà áûâàåò óäîáíî ñäåëàòü ïîäõîäÿùóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ.

36. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è
√
a+
√
b+
√
c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

2(a+ b+ c− 2)2 + (ab+ bc+ ca)(2 + 3(a+ b+ c)) > 35.

37. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 1 è a+ b+ c = 9. Äîêàæèòå, ÷òî
√
ab+ bc+ ca 6

√
a+
√
b+
√
c.

38. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî(
a

b+ c

)3

+

(
b

c+ a

)3

+

(
c

a+ b

)3

+
13abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
> 2.
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39. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

a2

4− bc
+

b2

4− ca
+

c2

4− ab
6 1.

40. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî

(a2 + b2 + c2)2 > 3(a3b+ b3c+ c3a),

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àÿõ a = b = c è

a

sin2 4π
7

=
b

sin2 2π
7

=
c

sin2 π7
,

b

sin2 4π
7

=
c

sin2 2π
7

=
a

sin2 π7
,

c

sin2 4π
7

=
a

sin2 2π
7

=
b

sin2 π7
.

Ïîäñêàçêà. Ñäåëàéòå çàìåíó a = x+ 2ty, b = y + 2tz, c = z + 2tx äëÿ íåêîòîðîãî t.

5 Íåîáû÷íûå óñëîâèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàáîòàëè ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè óñëîâèÿìè íà ïåðåìåííûå: íà-
ïðèìåð, îíè âñå íåîòðèöàòåëüíû èëè èõ ñóììà ðàâíà 3. Ýòè óñëîâèÿ ëåãêî ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ p, q, r. Ìîæíî ëè ñäåëàòü òî æå ñàìîå è ñ íåîáû÷-
íûìè óñëîâèÿìè?

41. Êàêèå óñëîâèÿ íà ÷èñëà p, q, r ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî
à) âñå ÷èñëà a, b, c íå ìåíüøå 1?
á) a, b, c ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà (âîçìîæíî, âû-

ðîæäåííîãî)?
â) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ a, b, c âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

2min(a, b, c) > max(a, b, c)?

42. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c ∈
[
1
3 , 3
]
. Äîêàæèòå, ÷òî

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
>

7

5
.

43. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

(a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 6

(
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

b+ a

)
.
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44. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí S(x, y, z) òàêîé, ÷òî òðîéêà a, b, c ÿâëÿ-
åòñÿ âåùåñòâåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S(x, y, z) > 0, ãäå

x = a+ b+ c, y = a2 + b2 + c2, z = a3 + b3 + c3.

45. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà s ∈
[
86
9 , 10

]
, ñóùåñòâóþò ÷èñëà a, b, c òàêèå,

÷òî
a+ b+ c = 4, a2 + b2 + c2 = 6, a3 + b3 + c3 = s,

à íè äëÿ êàêèõ äðóãèõ s òàêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

46. (ÑØÀ, îòáîð íà IMO, 2001) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4.
Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca− abc 6 2.

47. (Êèòàé-çàïàä, 2004) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

1 <
a√

a2 + b2
+

b√
b2 + c2

+
c√

c2 + a2
6

3

2

√
2.

48. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + nabc = n+ 3.

à) Ïóñòü 0 6 n 6 3
2 . Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c 6 3.

á) Ïóñòü 3
2 6 n 6 2. Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c 6

√
2(n+ 3).

â) Ïóñòü n = 2. Äîêàæèòå, ÷òî ab+ bc+ ac− abc 6 5
2 .

49. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

a2b2 + b2c2 + c2a2 > abc(2 +
√
4− 3abc).
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Çàäà÷è ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

6 Îñîáûå ñëó÷àè

Äîïóñòèì, ìû õîòèì äîêàçàòü ñèììåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî (íà ìíîæåñòâå íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë) ñî ñëîæíûì ñèììåòðè÷åñêèì óñëîâèåì, ñîäåðæàùèì âñå òðè ýëå-
ìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíà. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä pqr çäåñü íå ïðîõîäèò:
åñëè çàôèêñèðîâàòü äâà ÷èñëà èç òðîéêè p, q, r, òî òðåòüå áóäåò ïî÷òè íàâåðíÿêà
îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî. ×òî æå äåëàòü?

Çàôèêñèðóåì êàêîå-òî îäíî ÷èñëî èç òðîéêè p, q, r (ñêàæåì, r). Òîãäà óñëîâèå
ñòàíåò îïèñûâàòü çàâèñèìîñòü ìåæäó äâóìÿ îñòàâøèìèñÿ ÷èñëàìè. Ïîñòàðàåìñÿ
âûðàçèòü îäíî ÷åðåç äðóãîå. Åñëè íàì ýòî óäàñòñÿ, òî ìû cìîæåì âîñïðèíèìàòü
óñëîâèå êàê òî, ÷òî îäèí èç ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñêàæåì,
p) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò äðóãîãî (ñêàæåì, q). Òî åñòü, ïî çíà÷åíèþ q íå áîëåå ÷åì
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêà (p, q, r). Òîãäà íåðàâåíñòâî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå h(q) > 0, ãäå h � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî íåîòðè-
öàòåëüíîãî àðãóìåíòà. Åñëè h îêàæåòñÿ ìîíîòîííîé èëè âîãíóòîé, òî íåðàâåíñòâî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü ëèøü äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé q. Çíà÷èò, çàäà÷à ñâåä¼ò-
ñÿ ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé q (ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ è ôèêñèðîâàííîãî r).

Ïåðåä òåì, êàê ôîðìàëèçîâàòü îïèñàííîå âûøå, äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

×åðåç Rn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ìíîæåñòâó Rn ïðè ìàëåíüêèõ n ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ. Íàïðèìåð, ïðè n = 1 � ýòî ïðÿìàÿ, ïðè n = 2 � ïëîñêîñòü. Âñëåäñòâèå
ýòîãî, ýëåìåíòû Rn áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè.

Ðàññòîÿíèåì â Rn ìåæäó òî÷êàìè x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) íàçîâåì âåëè-
÷èíó ||x − y|| =

√
(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè � ýòî ìîäóëü ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë, ïðè n = 2 � îáû÷-
íîå ðàññòîÿíèå íà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Rn. Ôóíêöèÿ f : M → R íàçûâà-
åòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x ∈ M , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ δ, çàâèñÿùåå îò
x è ε, òàêîå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Rn âåðíî ||x− y|| < δ, òî |f(x)− f(y)| < ε.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé äëÿ ëþáîãî
x ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî

|x2 − y2| = |x− y| · |(y − x) + 2x| 6 |x− y| · (|x− y|+ |2x|) < δ2 + 2|x|δ.

Ïîëîæèì δ = min(
√

ε
2 ,

ε
4|x| ). Òîãäà îáà ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäÿò ε

2 , ïîýòîìó âñ¼

âûðàæåíèå |x2 − y2| ñòðîãî ìåíüøå ε.
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Ñëåäóþùèìè òðåìÿ çàäà÷àìè â äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

50. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè íåïðåðûâíû: f(x) = 1
x íåïðåðûâíà äëÿ

ëþáîãî x ∈ (0,+∞), f(x) =
√
x íåïðåðûâíà äëÿ ëþáîãî x ∈ (0,+∞), f(x, y) = x+ y

íåïðåðûâíà äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ R2.

51. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ x ∈ M ⊂ Rn, à âñå å¼ çíà÷åíèÿ
ëåæàò â ìíîæåñòâå N ⊂ R. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ f(y) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ y ∈ N
è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(g(x)) íåïðåðûâíà
äëÿ âñåõ x ∈M .

52. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) îò îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé äëÿ âñåõ x ∈ R.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèåé äëÿ âñåõ (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ïåðåìåííûå a, b, c íàëîæåíî ñèììåòðè÷åñêîå óñëîâèå G,
åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî G(p, q, r) = 0, ãäå G � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
îò òð¼õ ïåðåìåííûõ.

53. Ïðåäïîëîæèì, íà ïåðåìåííûå a, b, c íàëîæåíî ñèììåòðè÷åñêîå óñëîâèå G.
Çàôèêñèðóåì r = r0, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðîéêà (p0, q0, r0) òàêàÿ,
÷òî G(p0, q0, r0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå G ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p = f(q)
(ñ ó÷¼òîì ôèêñèðîâàííîãî r), ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé q îãðàíè÷åíî. Äîêàæèòå, ÷òî q äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà,
ïðè÷¼ì â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ îáÿçàòåëüíî êàêèå-òî äâå èç ïåðåìåííûõ ðàâíû,

à) åñëè f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;

á) åñëè f � ìíîãî÷ëåí.

54. Ïðåäïîëîæèì, íà ïåðåìåííûå a, b, c íàëîæåíî ñèììåòðè÷åñêîå óñëîâèå G.
Ïóñòü (x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà (p, q, r). Çàôèêñèðóåì z = z0, äëÿ êîòî-
ðîãî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðîéêà (p, q, r) òàêàÿ, ÷òî G(p, q, r) = 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óñëîâèå G ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x = f(y) (ñ ó÷¼òîì ôèêñèðîâàííîãî z), ãäå f
� ìíîãî÷ëåí, à ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé y îãðàíè÷åíî. Òîãäà y äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì åñëè z = r, òî â ëþáîé òî÷êå ýêñòðåìóìà
(a− b)(b− c)(c− a) = 0, èíà÷å â ëþáîé òî÷êå ýêñòðåìóìà abc(a− b)(b− c)(c− a) = 0.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè f � íå ìíî-
ãî÷ëåí, à ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, ñîäåð-
æàùèõ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé y. Â äàëüíåéøåì ýòèì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
áåç äîêàçàòåëüñòâà (ïðè óñëîâèè ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è).

Ïðèìåð. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c > 2 +
√
abc(4− a− b− c).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p > 2 +
√
r(4− p),

ïðè óñëîâèè p2−4+r
2 = q. Çàôèêñèðóåì r. Òîãäà íàøå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â

âèäå f(p) > 0, ãäå f(x) = x− 2−
√
r(4− x) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî ïðè ìèíèìàëüíîì âîçìîæíîì çíà÷åíèè p. Ñîãëàñíî
çàäà÷å 54, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî â ñëó÷àå a = b. Òîãäà
c = 2− a2 è èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

a4(a− 1)2 > 0.

Ñëó÷àè ðàâåíñòâà a = b = c = 1; a = b = 0, c = 2; a = c = 0, b = 2; b = c = 0, a = 2.

55. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è (a+ b+ c)( 1a + 1
b +

1
c ) = 10. Äîêàæèòå, ÷òî

9

8
6
a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca
6

6

5
.

56. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 1
a + 1

b +
1
c . Äîêàæèòå, ÷òî

(a+ b+ c)(1 + abc) > 6.

57. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è ab+ bc+ ca = a3 + b3 + c3. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca > a2b2 + b2c2 + c2a2.

58. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Èì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò p, q, r, ïðè÷¼ì
îêàçàëîñü, ÷òî q + r = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

p3 − 27r > 7(p2 − 3q).

59. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2+ b2+ c2 = ab+ bc+ ca+(abc− 1)2. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca+ 3 > 2(a+ b+ c).

7 n ïåðåìåííûõ

Äî ýòîãî ìû äîêàçûâàëè òîëüêî ñèììåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà îò íå áîëåå ÷åì 3 ïå-
ðåìåííûõ. Íî ÷òî äåëàòü, åñëè ïåðåìåííûõ áîëüøå, ÷åì 3?

Øàðîì è ñôåðîé â Rn ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì r íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî òî-
÷åê y òàêèõ, ÷òî ||x− y|| 6 r è ||x− y|| = r ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2,
òî øàð � ýòî ïðîñòî êðóã, à ñôåðà � îêðóæíîñòü.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê z1, z2, . . . â Rn. Ñêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âíå øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå
z è ðàäèóñà ε ëåæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn = 1
n , n = 1, 2, . . ., ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z = 0, ïî-

ñêîëüêó âíå îòðåçêà [−ε, ε] ëåæàò ëèøü òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ n 6 1
ε , à èõ êîíå÷íîå

÷èñëî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê M â Rn. Íàçîâ¼ì òî÷êó z ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà M , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê z1, z2, . . . èç M , êàæäàÿ èç
êîòîðûõ îòëè÷íà îò z, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå z. Ìíîæåñòâî òî÷åê M â Rn íàçîâ¼ì
çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Ïðèìåð. Èíòåðâàë (0, 1) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó 0 ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé, íî íå ëåæèò â èíòåðâàëå. À âîò îòðåçîê [0, 1] ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî òî÷åê M â Rn íàçîâ¼ì îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóeò êîíñòàíòà C
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ M äëÿ âñåõ i îò 1 äî n âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî |xi| < C. Ìíîæåñòâî òî÷åê M â Rn íàçîâ¼ì êîìïàêòîì, åñëè M
îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

60. ßâëÿåòñÿ ëè îòðåçîê [0, 1] êîìïàêòîì? ßâëÿåòñÿ ëè ëó÷ [0,+∞) êîìïàêòîì?
À ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷êè (1, 1, . . . , 1)? Øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå
(1, 1, . . . , 1)? Ýòîò æå øàð áåç òî÷êè (1, 1, . . . , 1, 0)? À ñôåðà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â
òî÷êå (1, 1, . . . , 1)?

Ñëåäóþùåé çàäà÷åé â äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

61. Ðàññìîòðèì íàáîð óñëîâèé

P1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , Ps(x1, . . . , xn) = 0, Ps+1(x1, . . . , xn) > 0, . . . , Pm(x1, . . . , xn) > 0,

ãäå m � íàòóðàëüíîå, à s � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, P1, . . . , Pm � ìíîãî÷ëåíû
îò n ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê M â Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ
âñåì ýòèì óñëîâèÿì, îãðàíè÷åíî. Äîêàæèòå, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà èç ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, êîòîðîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà êîìïàêòå, äî-
ñòèãàåò íà í¼ì íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ x2 äîñòèãàåò íà îòðåçêå [0, 1] íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà-
÷åíèé. Îäíàêî èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî îíà äîñòèãàåò íàè-
áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé íà èíòåðâàëå (0, 1].

62. Äàíà ñèììåòðè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), îïðåäåëåííàÿ íà
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êîìïàêòåM ⊂ Rn. Ïðåäïîëîæèì, f òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a4, . . . , an
(äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò a1, a2, a3 òàêèå, ÷òî (a1, . . . an) ∈M) ôóíêöèÿ

h(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3, a4, . . . , an)

äîñòèãàåò ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé òîëüêî êîãäà (x1−x2)(x2−x3)(x3−x1) = 0
(èëè x1x2x3(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) = 0). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò
ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé, ïðè÷¼ì â òî÷êå ýêñòðåìóìà ñðåäè x1, . . . , xn åñòü
ìàêñèìóì äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà (èëè ìàêñèìóì äâà ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ÷èñëà).

Ïðèìåð. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0, a+ b+ c+ d = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

3(a2 + b2 + c2 + d2) + 4abcd > 16.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî çàäà÷å 61 óñëîâèÿ çàäàþò êîìïàêò. Ïîëîæèì

f(a, b, c, d) = 3(a2 + b2 + c2 + d2) + 4abcd.

Ïî çàäà÷å 52 f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Çàôèêñèðóåì d = d0 > 0. Ïîëîæèì
p = a+ b+ c, q = ab+ bc+ ac, r = abc. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

h(a, b, c) = f(a, b, c, d0) = 3(a2 + b2 + c2 + d20) + 4abcd0 = 3p2 − 6q + 4d0r + 3d20 =

= 3p2 − 6q + 4d0r + 3d20.

Çàôèêñèðóåì p è r. Ïîñêîëüêó h ëèíåéíà ïî q, òî ìèíèìóì h äîñòèãàåòñÿ, ïðè÷¼ì
òîëüêî êîãäà (a− b)(b− c)(c−a) = 0. Ñîãëàñíî çàäà÷å 62, íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü
èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, êîãäà ñðåäè ÷èñåë a, b, c, d íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ.

• Åñëè a = b è c = d = 2− a, òî íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4(a− 1)2((a− 1)2 + 1) > 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c = d = 1.

• Åñëè a = b = c è d = 4− 3a, òî íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4(a− 1)2(4− 3a)(a+ 2) > 0.

Ïîñêîëüêó a 6 4
3 , òî íåðàâåíñòâî âåðíî. Ñëó÷àè ðàâåíñòâà a = b = c = 4

3 , d = 0;
a = b = d = 4

3 , c = 0; a = c = d = 4
3 , b = 0; b = c = d = 4

3 , a = 0.

63. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0, a+ b+ c+ d = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 + (1− d2)2 > 3.

64. (Ðîññèÿ, îòáîð íà IMO, 2015) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a2 + b2 + c2 + d2 = 1.
Äîêàæèòå, ÷òî

a3 + b3 + c3 + d3 + abc+ bcd+ cda+ dab 6 1.
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65. (IMO Shortlist, 2010) Ïðî âåùåñòâåííûå a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî a+ b+ c+ d = 6
è a2 + b2 + c2 + d2 = 12. Äîêàæèòå, ÷òî

à) abcd 6 3;

á) 36 6 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 + b4 + c4 + d4) 6 48.

66. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a3 + b3 + c3 + d3 + 4
4
√
a3b3c3d3 > 2(abc+ bcd+ cda+ dab).

67. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà, 2016) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a+ b+ c+d = 3.
à) Äîêàæèòå, ÷òî

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+

1

d2
6

1

a2b2c2d2
.

á) Äîêàæèòå, ÷òî
1

a3
+

1

b3
+

1

c3
+

1

d3
6

1

a3b3c3d3
.

â) Èçâåñòíî, ÷òî x > 2. Äîêàæèòå, ÷òî

1

ax
+

1

bx
+

1

cx
+

1

dx
+

∣∣∣∣ (1− 1
a )(1−

1
b )(1−

1
c )(1−

1
d ))

2

∣∣∣∣x 6
1

axbxcxdx
.

68. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a+ b+ c+ d = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+

1

d2
+ 4 > 2(a2 + b2 + c2 + d2).

69. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d, e ∈ R, a+ b+ c+ d+ e = 20, a2 + b2 + c2 + d2 + e2 = 100.
Íàéäèòå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ

abcd+ abce+ abde+ acde+ bcde.

70. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a+ b+ c+ d = 1
a + 1

b +
1
c +

1
d . Äîêàæèòå, ÷òî

(a+ b+ c+ d)(17 + 46abcd) > 252.

8 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû çàäà÷è, ãäå pqr-ìåòîä ìîæíî ïðèìåíèòü íåîæèäàííûì,
íåî÷åâèäíûì ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ïóò¼ì.

71. (APMO, 2004) Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî

(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2) > 9(ab+ bc+ ca).
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72. (Èðàí, 2005) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è 1
a2+1 + 1

b2+1 + 1
c2+1 = 2. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca 6
3

2
.

73. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b, c ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ðàâåí R. Äîêàæèòå, ÷òî

ab

c
+
bc

a
+
ca

b
> 5R.

74. (Shortlist IMO, 2011) Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà,
ïðè÷¼ì a2 + b2 + c2 = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

a

(b+ c− a)2
+

b

(a+ c− b)2
+

c

(a+ b− c)2
>

3

(abc)2
.

75. Íàçîâ¼ì ìíîãî÷ëåí îò òð¼õ ïåðåìåííûõ G(a, b, c) öèêëè÷åñêèì, åñëè åãî çíà-
÷åíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ (òî åñòü G(a, b, c) =
G(b, c, a)= G(c, a, b)). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé öèêëè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò a, b, c ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå X(a, b, c) + Y (a, b, c)(l12 − l21), ãäå X è Y � ñèììåòðè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû.

76. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 = 5
2 (ab+ bc+ ca). Äîêàæèòå, ÷òî

(a2 + b2 + c2)2 >
25

8
(a3b+ b3c+ c3a).

77. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

(a2b+ b2c+ c2a)(ab+ bc+ ca) 6 9.

78. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

a2 + 3b2

a+ 3b
+
b2 + 3c2

b+ 3c
+
c2 + 3a2

c+ 3a
> 3.

79. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî

10(a+ b+ c)5 > 81(a2 + b2 + c2)(a2b+ b2c+ c2a+ 7abc).

80. (Êîðåÿ, 2012) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 = 2abc + 1. Íàéäèòå
ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ

(a− 2bc)(b− 2ca)(c− 2ab).
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81. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c ∈ [0, 1] è (1− a)(1− b)(1− c) = abc. Äîêàæèòå, ÷òî

a2 + b2 + c2 +
a+ b+ c

2
>

3

2
.

82. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, a2 + b2 + c2 + abc = 4 è a+ b+ c >
√
8. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c > 2 +
3
√
abc.

83. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 − (ab + bc + ca) = 11(a + b + c − 3).
Äîêàæèòå, ÷òî √

a+ 2 +
√
b+ 2 +

√
c+ 2 >

√
a+ b+ c+ 24.

84. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è abc = 1. Äîêàæèòå, ÷òî
a)

a10 + b10 + c10 > 3 + 45
(
(a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2

)
;

á*)
a10 + b10 + c10 > 3 + 46

(
(a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2

)
;

â) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà k > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 3

an + bn + cn > 3 + kn
(
(a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2

)
;

ã*) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà k > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 3

an + bn + cn > 3 + kn2((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2),

íî íè äëÿ êàêîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû k′ > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n > 3

an + bn + cn > 3 + k′n2+ε((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2).

85. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, (a+1)(b+1)(c+1) = 84, (a+b+c)(ab+bc+ac) = 14256
abc .

Íàéäèòå ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ

(a+ b+ c)2 + (ab+ bc+ ac)2 + a2b2c2.

86. Èçâåñòíî ÷òî a, b, c, d > 0, a+b+c+d = 3, a2+b2+c2+d2 = 5, a4+b4+c4+d4 = 17.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå d.
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