
ËÊÒÃ pqr-ìåòîä àâãóñò 2016

À. Äîëåäåíîê, À. Ìåíüùèêîâ, À. Ñåì÷åíêîâ, Ì. Ôàäèí

Ïî÷òè âñå âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðîåêòå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè, ïî-
ýòîìó åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå â íåðàâåíñòâî òðîéêè ÷èñåë (a0, b0, c0) ïîëó÷àåòñÿ ðà-
âåíñòâî, òî è ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîé òðîéêè, ïîëó÷àþùåéñÿ èç (a0, b0, c0) ïåðåñòà-
íîâêîé ÷èñåë, òàêæå ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì óêàçûâàòü
ëèøü ñëó÷àè ðàâåíñòâà, íå ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé, ïîäðàçóìå-
âàÿ, ÷òî îñòàëüíûå òîæå ïîäõîäÿò.

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïîñëå ñâåäåíèÿ íåðàâåíñòâà ê ñëó÷àþ ðàâåíñòâà äâóõ ïåðåìåí-
íûõ èëè ðàâåíñòâà îäíîé èç ïåðåìåííûõ íóëþ, ìû áóäåì ñðàçó ïîëàãàòü a = b èëè
a = 0, à íå ïèñàòü "äâå ïåðåìåííûå ðàâíû, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a = b".

1. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

1 + 12abc > 4(ab+ bc+ ca).

Ðåøåíèå 1. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå: 1+ 12r > 4q, ïðè óñëîâèè
p = 1. Çàôèêñèðóåì p è r. q ìàêñèìàëüíî, åñëè a = b. Èç óñëîâèÿ c = 1− 2a. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

24a3 − 24a2 + 8a− 1 6 0⇔ 24

(
a− 1

3

)3

− 1

9
6 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü íàèáîëüøàÿ ïðè íàèáîëüøåì a, òî åñòü ïðè a = 1
2 . Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó-

÷àåì ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = 1
2 , c = 0.

Ðåøåíèå 2. Îäíàêî ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ðåøèòü è ìåòîäîì Øòóðìà. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè, c � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë a, b, c, òîãäà c 6 1

3 è 3c − 1 6 0. Ïåðå-
ïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

1 + 4ab(3c− 1) > 4c(a+ b).

Áóäåì ñáëèæàòü ÷èñëà a è b, ôèêñèðóÿ ñóììó, ïîêà îíè íå ñòàíóò ðàâíû. Òîãäà,
ò.ê. ïðîèçâåäåíèå ab ïðè ñáëèæåíèè âîçðàñòàåò, ëåâàÿ ÷àñòü áóäåò óìåíüøàòüñÿ, à
ïðàâàÿ � ñîõðàíÿòüñÿ. Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå a = b,
äàëåå ñì. ðåøåíèå 1.

2. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî a + b + c = 9, ab + bc + ca = 24.
Äîêàæèòå, ÷òî 16 6 abc 6 20. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ [16, 20] ñóùå-
ñòâóþò âåùåñòâåííûå a, b, c òàêèå, ÷òî a+ b+ c = 9, ab+ bc+ ca = 24, abc = r.

Ðåøåíèå. Ïî çàäà÷å 21 ÷èñëà a, b, c âåùåñòâåííûå, åñëè è òîëüêî åñëè p, q, r âåùå-
ñòâåííû è T (p, q, r) > 0. Åñëè ïîäñòàâèòü p = 9 è q = 24, òî ìíîãî÷ëåí ïåðåïèøåòñÿ
â âèäå

T (9, 24, r) = −27(r − 16)(r − 20).
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Åãî çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî ïðè r ∈ [16, 20].

3. Ïóñòü P � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò òðåõ ïåðåìåííûõ íå áîëåå ÷åì ïÿòîé
ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (a, a, c) > 0 è P (0, b, c) > 0 äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë a, b, c, òî P (a, b, c) > 0 äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì ìíîãî÷ëåí P (a, b, c) â âèäå P (a, b, c) = A(p, q)r + B(p, q).
Çàôèêñèðóåì p è q. Ïîñêîëüêó p ôèêñèðîâàíî, òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
r îãðàíè÷åíî (òàê êàê 0 6 r = abc 6 p3). Ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíà ïî r (èëè íå
çàâèñèò îò r), ïîýòîìó îíà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè íàèáîëüøåì èëè
íàèìåíüøåì r (èëè íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè r). Ïî ëåììå îá r ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
P (a, b, c) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè a = b èëè a = 0.

4. (Ðîññèÿ, îòáîð íà IMO, 2015) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è 1 + a + b + c = 2abc.
Äîêàæèòå, ÷òî

ab

1 + a+ b
+

bc

1 + b+ c
+

ca

1 + c+ a
>

3

2
.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2q2 − q(p+ 1) + 9r + 2pr − 3(p+ 1)2 > 0,

ïðè óñëîâèè 1+p = 2r. Çàôèêñèðóåì p è r. Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
ñòîèò êâàäðàòè÷íàÿ ïî q ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Ìè-
íèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå q0 = p+1

4 .

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì q âûïîëíåíî 4q− (p+1) > 0, èç ÷åãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
ëåâàÿ ÷àñòü íàøåãî íåðàâåíñòâà ìîíîòîííà ïî q. Äëÿ ìèíèìàëüíîãî q áóäåò âåðíî,
÷òî a = b, à èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî c = 1+2a

2a2−1 . Ïîäñòàâèâ ýòî â 4q − (p + 1) > 0, è

ó÷òÿ, ÷òî 2a2 − 1 > 0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

8a4 − 4a3 + 10a2 + 8a > 0,

êîòîðîå âåðíî.

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü âîçðàñòàåò, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìèíèìàëüíîå q. Â
ýòîì ñëó÷àå a = b è c = 1+2a

2a2−1 . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî è ñîêðà-
ùåíèÿ, ïîëó÷èì

a(2a2 − 2a− 1)2 ≥ 0.

Ñëó÷àé a = 0 íå ïîäõîäèò, ïîýòîìó îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé ðàâåíñòâà a =

b = c = 1+
√
3

2 .

5. (Èðàí, îòáîð íà IMO, 1996) Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî íèêàêèå
äâà èç íèõ íå ðàâíû íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî

(ab+ bc+ ca)

(
1

(a+ b)2
+

1

(b+ c)2
+

1

(c+ a)2

)
>

9

4
.
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Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì p è q. Íåðàâåíñòâî òîãäà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

4qpr + q(p4 − 2p2q + q2)

(pq − r)2
>

9

4

Çàìåòèì, ÷òî r 6 pq, ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè
ìèíèìàëüíîì r.

• Åñëè ïîäñòàâèòü a = 0, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(b− c)2(b2 + bc+ c2)

2bc(b+ c)2
> 0.

Ñëó÷àè ðàâåíñòâà a = 0, b = c.

• Åñëè a = b, òî, îáîçíà÷èâ t = c
b , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

t(t− 1)2 > 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c.

6. Âûðàçèòå ÷åðåç a+ b è ab âûðàæåíèÿ a2 + b2, a3 + b3, a4 + b4, (a− b)2.
Ðåøåíèå.

a2 + b2 = (a+ b)2 − 2ab,

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2) = (a+ b)((a+ b)2 − 3ab),

a4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2a2b2 = ((a+ b)2 − 2ab)2 − 2(ab)2,

(a− b)2 = a2 + b2 − 2ab = (a+ b)2 − 4ab.

7. Âûðàçèòå ÷åðåç p, q, r âûðàæåíèÿ a2 + b2 + c2, a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b,
a3 + b3 + c3, (ab)2 + (bc)2 + (ca)2, a4 + b4 + c4, (a+ b)(b+ c)(c+ a).

Ðåøåíèå.
a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca) = p2 − 2q,

a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b = (a+ b+ c)(ab+ ac+ bc)− 3abc = pq − 3r,

a3 + b3 + c3 = p3 − 3(a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b)− 6abc = p3 − 3pq + 3r,

(ab)2 + (bc)2 + (ca)2 = (ab+ bc+ ca)2 − 2(ab2c+ abc2 + a2bc) = q2 − 2pr,

a4 + b4 + c4 = (a2 + b2 + c2)2 − 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) = p4 − 4p2q + 2q2 + 4pr,

(a+ b)(b+ c)(c+ a) = (p− c)(p− a)(p− b) = p3 − p · p2 + pq − r = pq − r.

8. Äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k ïîëîæèì sk = ak + bk + ck. Âûâåäèòå ðåêóððåíò-
íóþ ôîðìóëó (ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò p, q, r), âûðàæàþùóþ sk (k > 3)
÷åðåç sk−1, sk−2 è sk−3.
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Ðåøåíèå 1. Äîêàæåì, ÷òî sk = psk−1 − qsk−2 + rsk−3. Äåéñòâèòåëüíî,

psk−1−qsk−2+rsk−3 = (a+b+c)(ak−1+bk−1+ck−1)−(ab+bc+ca)(ak−2+bk−2+ck−2)+

+ abc(ak−3 + bk−3 + ck−3) = (sk + abk−1 + ack−1 + bak−1 + bck−1 + cak−1 + cbk−1)−

− (abk−1 + ack−1 + bak−1 + bck−1 + cak−1 + cbk−1 + abck−2 + abk−2c+ ak−2bc)+

+ (abck−2 + abk−2c+ ak−2bc) = sk.

Ðåøåíèå 2. Ïî çàäà÷å 18 ÷èñëà a, b, c ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x3 − px2 + qx− r = 0.

Äîìíîæèì åãî íà xk−3 è ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xk = pxk−1 − qxk−2 + rxk−3.

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü a, b, c è ïðîñóììèðîâàòü òðè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ a, b, c ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ p, q, r.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íàø ìíîãî÷ëåí G(a, b, c). Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû G =
G1 + G2 + G3, ãäå îäíî÷ëåíû â Gi ñîäåðæàò ðîâíî i ïåðåìåííûõ, äëÿ i = 1, 2, 3.
Ïðåäñòàâèì êàæäûé èç Gi êàê ìíîãî÷ëåí îò p, q, r.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å äëÿ ëþáîãî k ìíîãî÷ëåí sk âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
p, q, r (î÷åâèäíî, s0, s1, s2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç p, q, r). Åñëè â èñõîäíîì ìíîãî÷ëåíå
ïðèñóòñòâóåò îäíî÷ëåí al, òî â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñèììåòðè÷åñêèé, â íåì
òàêæå áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü îäíî÷ëåíû bl è cl. Òîãäà ìû ñìîæåì âûðàçèòü G1

÷åðåç p, q, r. Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì, èñõîäÿ èç òîæäåñòâà

sksl − sk+l = akbl + akcl + bkal + bkcl + ckal + ckbl,

ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî G2 òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç p, q, r. Åñëè æå ó íàñ åñòü
ñóììà

akblcm + akclbm + bkalcm + bkclam + ckalbm + ckblam,

òî, âûíåñÿ (abc)n çà ñêîáêó (ãäå n = min(k, l,m)), ìû ñâåäåì çàäà÷ó ê ïðåäûäóùèì
ñëó÷àÿì � íàì äîñòàòî÷íî áóäåò ðàñïèñàòü ÷åðåç p, q, r òî, ÷òî îñòàíåòñÿ â ñêîáêàõ.

10. Äàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî t. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

 a + b + c = t,
a2 + b2 + c2 = t2,
a3 + b3 + c3 = t3.

Ðåøåíèå. Âûðàçèì ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ÷åðåç p, q, r. Ïîäñòàâèì ïåðâîå óðàâíå-
íèå (p = t) âî âòîðîå (p2−2q = t2) è ïîëó÷èì, ÷òî q = 0. Ïîäñòàâèâ ýòî â òðåòüå óðàâ-
íåíèå (p3 − 3pq + 3r = 0), ïîëó÷èì, ÷òî r = 0. Èç ðàâåíñòâà r = 0 ñëåäóåò, ÷òî îäíà
èç ïåðåìåííûõ, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a, ðàâíà 0. Òîãäà q = ab+bc+ca = bc = 0,
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îòêóäà åùå îäíà ïåðåìåííàÿ ðàâíà 0. Èòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ó ñèñòåìû òðè ðåøåíèÿ:
a = b = 0, c = t è äâå åãî ïåðåñòàíîâêè.

11. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî q2 > 3pr.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

(ab+ bc+ ca)2 > 3(a+ b+ c)abc.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Òîãäà èñõîäíîå íåðàâåíñòâî áóäåò
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

a2b2 + a2c2 + b2c2 > a2bc+ ab2c+ abc2.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

1

2
(ab− ac)2 + 1

2
(ab− bc)2 + 1

2
(ac− bc)2 > 0.

12. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî
p

3
>

√
q

3
> 3
√
r.

Ðåøåíèå. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p2 > 3q, èëè a2 + b2 + c2 >
ab+ bc+ ac, ÷òî âåðíî. Ïåðåïèøåì âòîðîå íåðàâåíñòâî â âèäå

ab+ bc+ ca

3
>

3
√
a2b2c2.

Îíî âåðíî, ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî ñðåäíèõ äëÿ ÷èñåë ab, bc, ca.

13. Äîêàæèòå, ÷òî a è b � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − px+ q = 0, è äðóãèõ êîðíåé íåò.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(x− a)(x− b) = x2 − (a+ b)x+ ab = x2 − px+ q.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = a èëè x = b.

14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îáà ÷èñëà p è q � âåùåñòâåííûå, òî ÷èñëà a è b èëè îáà
âåùåñòâåííû, èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

Ðåøåíèå. Åñëè a âåùåñòâåííî, òî b = p− a òîæå âåùåñòâåííî, êàê ðàçíîñòü âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü a = x + yi, ãäå y 6= 0. Òîãäà b = p − a = (p − x) − yi. Ìû
çíàåì, ÷òî ÷èñëî

q = ab = (x+ iy)(p− x− yi) = (xp− x2 + y2) + (py − 2xy)i

âåùåñòâåííîå, ïîýòîìó py − 2xy = 0, òî åñòü p = 2x, îòêóäà b = x− yi = a.

Íà ñàìîì äåëå, óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ôàêòà: åñëè ìíîãî÷ëåí
P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü z, òî ÷èñëî z
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì P (x).

15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p è q âåùåñòâåííû, òî (a− b) ÿâëÿåòñÿ èëè âåùåñòâåííûì,
èëè ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì.
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Ðåøåíèå. Åñëè a è b îáà âåùåñòâåííû, òî èõ ðàçíîñòü âåùåñòâåííàÿ. Åñëè a è b
ñîïðÿæåíû, òî a− b = x+ yi− (x− yi) = 2yi � ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî.

16. Âûðàçèòå óñëîâèå òîãî, ÷òî a è b âåùåñòâåííû, â òåðìèíàõ p è q è íåðàâåíñòâ
îò ýòèõ âåëè÷èí.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a è b áûëè âåùåñòâåííû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû p è q áûëè âåùåñòâåííû, à òàêæå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2−px+q = 0 èìåëî
äâà âåùåñòâåííûõ (âîçìîæíî, êðàòíûõ) êîðíÿ, òî åñòü p2 − 4q > 0.

17. Äîêàæèòå, ÷òî a è b âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà p è q íåîòðèöàòåëüíû è âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà p è q èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Ðåøåíèå. Åñëè a è b âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû, òî íåîòðèöàòåëüíû p è q, à
òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Îáðàòíî, èç óñëîâèé ïðåäûäóùåé
çàäà÷è ñëåäóåò âåùåñòâåííîñòü a è b. Ïîñêîëüêó q íåîòðèöàòåëüíî, òî a è b �
ýòî ÷èñëà îäíîãî çíàêà (èëè îäíî èç íèõ ðàâíî 0). Íî òîãäà îíè íåîòðèöàòåëüíû,
ïîñêîëüêó p íåîòðèöàòåëüíî.

18. Äîêàæèòå, ÷òî a, b, c � êîðíè óðàâíåíèÿ x3 − px2 + qx− r = 0.

Ðåøåíèå. Êàê è â çàäà÷å 13, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà p, q, r âåùåñòâåííû, òî ëèáî âñå ÷èñëà a, b, c âåùå-
ñòâåííû, ëèáî ñðåäè íèõ îäíî âåùåñòâåííîå, à äâà äðóãèõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè åñòü âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ïóñòü a � âåùåñòâåí-
íûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3 − px2 + q − r. Ðàçäåëèì ýòîò ìíîãî÷ëåí íà (x− a):

x3 − px2 + q − r = (x− a)P (x),

ãäå P (x) � êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëà b è c ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè, òî îí
ðàâåí P (x) = x2 − (b+ c)x+ bc. Ïî çàäà÷å 14 ÷èñëà b è c èëè îáà âåùåñòâåííû, èëè
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

20. Èçâåñòíî, ÷òî âñå ÷èñëà p, q, r � âåùåñòâåííûå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

(a− b)(b− c)(c− a)

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, åñëè âñå ÷èñëà a, b, c âåùåñòâåííû, è ÷èñòî ìíèìûì â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå.

Ðåøåíèå. Åñëè a, b, c âåùåñòâåííû, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî a âåùåñòâåííî, à b è c � êîìïëåêñíûå. Çàïèøåì ðàâåíñòâî:

(a− b)(b− c)(c− a) = −(a2 − (b+ c)a+ bc)(b− c).

Ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å ÷èñëà b è c ñîïðÿæåíû. Ïóñòü b = x+ yi, c = x− yi, y 6= 0.
Òîãäà b + c = 2x, b − c = 2yi, bc = (x + yi)(x − yi) = x2 + y2. Ïîýòîìó çíà÷åíèå
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âûðàæåíèÿ −(a2 − (b + c)a + bc) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, à çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
(b− c) � ÷èñòî ìíèìûì. Â ïðîèçâåäåíèè ïîëó÷èòñÿ ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî.

21. Äîêàæèòå, ÷òî

(a− b)2(b− c)2(c− a)2 = −4p3r + p2q2 + 18pqr − 4q3 − 27r2.

Ðåøåíèå.

(a−b)2(b−c)2(c−a)2 = (ab2+bc2+ca2−a2b−b2c−c2a)2 = (ab2+bc2+ca2+a2b+b2c+c2a)2−

− 4(a2b+ b2c+ c2a)(ab2 + bc2 + ca2) = (pq − 3r)2 − 4((ab)3 + (bc)3 + (ca)3)−

− 4(a4bc+ab4c+abc4+3(abc)2) = (pq−3r)2−4(q3−3pqr+3r2)−4r(p3−3pq+3r)−12r2 =

= −4p3r + p2q2 + 18pqr − 4q3 − 27r2.

22. Êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè. Ïóñòü äàíà òðîéêà ÷èñåë (p, q, r). Äîêàæèòå, ÷òî
òðîéêà ÷èñåë (a, b, c), îïðåäåëÿåìàÿ êàê íàáîð êîðíåé óðàâíåíèÿ x3−px2+qx−r = 0,
ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p, q, r ∈ R è T (p, q, r) >
0, ãäå ìíîãî÷ëåí T (p, q, r) îïðåäåëÿåòñÿ êàê T (p, q, r) = −4p3r+ p2q2+18pqr− 4q3−
27r2.

Ðåøåíèå. Åñëè a, b, c âåùåñòâåííûå, òî, î÷åâèäíî, p, q, r ∈ R è T (p, q, r) > 0.
Äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Îáîçíà÷èì P (x) = x3 − px2 + qx− r. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íå âñå a, b, c âåùåñòâåííûå. Òîãäà ïî çàäà÷å 20 ÷èñëî (a − b)(b − c)(c − a)
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Íî òîãäà ÷èñëî T (p, q, r) = (a − b)2(b − c)2(c − a)2 áóäåò
îòðèöàòåëüíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

23. Ëåììà î íåîòðèöàòåëüíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâà p, q, r > 0 è
T (p, q, r) > 0 ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî ÷èñëà a, b, c âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëü-
íû.

Ðåøåíèå. Óñëîâèÿ p, q, r ∈ R è T (p, q, r) > 0 ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî a, b, c âå-
ùåñòâåííû. Åñëè â äîáàâîê a, b, c íåîòðèöàòåëüíû, òî p, q, r, î÷åâèäíî, òàêæå
íåîòðèöàòåëüíû. Åñëè p, q, r íåîòðèöàòåëüíû, òî ó óðàâíåíèÿ x3− px2+ qx− r = 0,
î÷åâèäíî, íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîãî êîðíÿ, ïîýòîìó a, b, c íåîòðèöàòåëüíû.

24. Ëåììà îá r. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ p = p0 è q = q0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî
r òàêîå, ÷òî òðîéêà (p0, q0, r) äîïóñòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî r òà-
êîãî, ÷òî òðîéêà (p0, q0, r) äîïóñòèìà, â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé èëè åñòü
äâà ðàâíûõ, èëè îäèí èç íèõ ðàâåí 0. À äëÿ ìàêñèìàëüíîãî r òàêîãî, ÷òî (p0, q0, r)
äîïóñòèìà, âåðíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé åñòü äâà ðàâíûõ.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðîéêà (p0, q0, r) áûëà äîïóñòèìîé, íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû T (p0, q0, r) > 0 è r > 0 (p0 è q0 íå ìåíüøå 0 ïî óñëîâèþ). T (p0, q0, r) ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò r ñ îòðèöàòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ïîýòîìó
ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà T (p0, q0, r) > 0 ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê. Ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñè-
ìàëüíîå r ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì ýòîãî îòðåçêà, à ìèíèìàëüíîå � ëèáî ëåâûì
êîíöîì, ëèáî íóëåì. Íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà çíà÷åíèå T (p0, q0, r) ðàâíî 0, ïîýòîìó
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äâà ÷èñëà èç a, b, c ðàâíû (òàê êàê T (p, q, r) = (a − b)2(b − c)2(c − a)2). Åñëè æå
r = 0, òî îäíî èç ÷èñåë a, b, c ðàâíî 0.

25. Ëåììà î q. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ p = p0 è r = r0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî q
òàêîå, ÷òî òðîéêà (p0, q, r0) äîïóñòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñè-
ìàëüíîãî q òàêîãî, ÷òî (p0, q, r0) äîïóñòèìà, â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé åñòü
äâà ðàâíûõ.

Ðåøåíèå. T (p0, q, r0) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè îò q ñ îòðèöàòåëüíûì
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí −4p30r0 − 27r20, òî åñòü îí íåïîëî-
æèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà T (p0, q, r0) > 0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèå îòðåçêà, ó êîòîðîãî êîíöû íåîòðèöàòåëüíû, è ëó÷à (−∞, q′], ãäå q′ 6 0. Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

26. Ëåììà î p. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ q = q0 è r = r0 > 0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäíî p òàêîå, ÷òî òðîéêà (p, q0, r0) äîïóñòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî è
ìàêñèìàëüíîãî p òàêîãî, ÷òî (p, q0, r0) äîïóñòèìà, â ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå êîðíåé
åñòü äâà ðàâíûõ. Îòäåëüíî ðàññìîòðèòå ñëó÷àé r0 = 0.

Ðåøåíèå. Ïóñòü r0 6= 0. Òîãäà T (p, q0, r0) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè
îò p ñ îòðèöàòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí −4q3−27r2,
òî åñòü îí îòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé
çàäà÷å.

Ïóñòü r0 = 0, òî åñòü îäíî èç ÷èñåë a, b, c ðàâíî 0. Òîãäà T (p, q0, r0) = p2q20 − 4q30 .
Åñëè q0 = 0, òî äâå èç òðåõ ïåðåìåííûõ ðàâíû 0, òðåòüÿ ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíîå
ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Åñëè q0 6= 0, òî p ∈ [2

√
q0,+∞), òî p ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî âåëèêî.

27. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è 1
a + 1

b +
1
c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(a− 1)(b− 1)(c− 1) > 8.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

r − q + p− 9 > 0,

ïðè óñëîâèè q = r. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî a, b, c > 1, â ÷àñòíîñòè r 6= 0. Çàôèêñè-
ðóåì q è r. p ìèíèìàëüíî, åñëè a = b. Â ýòîì ñëó÷àå c = a

a−2 , è ïîñëå ïîäñòàíîâêè
íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2a2 − 12a+ 18 = 2(a− 3)2 6 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c = 3.

28. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

1

9− ab
+

1

9− bc
+

1

9− ca
6

3

8
.
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Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

81 · 3− 18q + rp

81 · 9− 81q + 9rp− r2
6

3

8
,

ïðè óñëîâèè p = 3. Äîìíîæèâ íà çíàìåíàòåëü, ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

−3r2 + 19rp− 99q + 243 > 0.

Çàôèêñèðóåì p è r. q ìàêñèìàëüíî, åñëè a = b. Â ýòîì ñëó÷àå c = 3 − 2a, è ïîñëå
ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

6a4 − 9a3 − 27a2 + 57a− 27 = 3(a− 1)2(2a2 + a− 9) 6 0.

Ïîñêîëüêó 0 6 a 6 3
2 , òî âòîðàÿ ñêîáêà ìåíüøå 0, ïîýòîìó åäèíñòâåííûé ñëó÷àé

ðàâåíñòâà a = b = c = 1.

29. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

1

1 + 2ab
+

1

1 + 2bc
+

1

1 + 2ca
>

2

1 + abc
.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4r2p+ 4rq − 4rp− 16r2 + 3r + 1 > 0,

ïðè óñëîâèè p = 3. Çàôèêñèðóåì p è r. q ìèíèìàëüíî, åñëè a = b. Â ýòîì ñëó÷àå
c = 3− 2a, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

4a4 − 12a3 + 13a2 − 6a+ 1 = (2a− 1)2(a− 1)2 > 0.

Ñëó÷àè ðàâåíñòâà a = b = c = 1, a = b = 1
2 è c = 2.

30. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, a+ b+ c = 4 è a2 + b2 + c2 = 6. Äîêàæèòå, ÷òî

a6 + b6 + c6 6 a5 + b5 + c5 + 32.

Ðåøåíèå.Èç óñëîâèÿ èìååì p = 4 è q = 5. Ïî çàäà÷å 8 âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a5 + b5 + c5 = p5 − 5p3q + 5pq2 + 5p2r − 5qr,

a6 + b6 + c6 = p6 − 6p4q + 6p3r + 9p2q2 − 12pqr − 2q3 + 3r2.

Ïîäñòàâèì èõ â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî è ïåðåíåñåì âñå â ëåâóþ ÷àñòü. Òîãäà â ëåâîé
÷àñòè áóäåò ñòîÿòü êâàäðàòè÷íàÿ ïî r ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì, ïîýòîìó íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ëåâàÿ ÷àñòü äîñòèãàåò ïðè ìèíèìàëüíîì
èëè ìàêñèìàëüíîì r. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îá r ñëåäóåò,
÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé a = b (ó T (4, 5, r) çíà÷åíèå â 0 îòðèöàòåëüíî).
Â ýòîì ñëó÷àå c = 4− 2a, è ïîñëå â óñëîâèå a2 + b2 + c2 = 6, ïîëó÷èì:

2(a− 1)(3a− 5) = 0.
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Îòñþäà ëèáî a = b = 1 è c = 2, ëèáî a = b = 5
3 è c = 2

3 . Ïîäñòàíîâêîé â èñõîä-
íîå íåðàâåíñòâî óáåæäàåìñÿ, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì ðàâåíñòâà, à
ïåðâûé � ÿâëÿåòñÿ.

31. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàâíû íóëþ.
Äîêàæèòå, ÷òî

1

a2 + b2
+

1

b2 + c2
+

1

c2 + a2
>

10

(a+ b+ c)2
.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p4 − 4p2q + 5q2 − 2pr

q2p2 − 2q3 − 2p3r + 4pqr − r2
>

10

p2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè äîìíîæèòü íà çíàìåíàòåëè è ïåðåíåñòè âñå â ëåâóþ ÷àñòü,
òî â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïî r ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì. Çàôèêñèðóåì p è q. Êîýôôèöèåíò ïðè r áóäåò ðàâåí 18p3 − 40pq.
Ïîñêîëüêó p2 > 3q, òî ýòîò êîýôôèöèåíò áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî,
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïðè ìèíèìàëüíîì r.

• Åñëè a = b, òî, îáîçíà÷èâ t = a
c , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

20t3 − 11t2 + 4t+ 1 > 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå 0 ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ t.

• Åñëè a = 0, òî, îáîçíà÷èâ t = b
c , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

(t− 1)2(t4 + 4t3 + t2 + 4t+ 1) > 0.

Ïîëó÷àåì ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = 0, b = c.

32. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a5 + b5 + c5 + abc(ab+ bc+ ca) > a2b2(a+ b) + b2c2(b+ c) + c2a2(c+ a).

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p5 − 5p3q + 7p2r + 4pq2 − 3qr > 0.

Â ñëó÷àå a = b = c = 0 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî. Çàôèêñèðóåì p è q. Çàìåòèì, ÷òî
7p2 > 3q, åñëè íå âñå ÷èñëà a, b, c ðàâíû 0, ïîýòîìó âûðàæåíèå ñëåâà ëèíåéíî ïî r,
ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ìèíèìàëüíîì r.

• Åñëè ïîäñòàâèòü a = 0, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(b2 − c2)(b3 − c3) = (b− c)2(b+ c)(b2 + bc+ c2) > 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = 0, b = c.
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• Åñëè ïîäñòàâèòü a = b, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

c(c2 − a2)2 > 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c.

33. a) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a4 + b4 + c4

ab+ bc+ ca
+

3abc

a+ b+ c
>

2

3
(a2 + b2 + c2).

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3p5 − 14p3q + 8q2p+ 12p2r + 9qr > 0.

Â ñëó÷àå a = b = c = 0 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî. Çàôèêñèðóåì p è q. Ôóíêöèÿ ñëåâà
ëèíåéíà ïî r, êîýôôèöèåíò ïðè r áîëüøå 0, ïîýòîìó ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
ìèíèìàëüíîì r.

• Åñëè a = 0, òî, îáîçíà÷èâ t = b
c , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

3t4 − 2t3 − 2t+ 4 > 0,

÷òî âåðíî, ñëó÷àÿ ðàâåíñòâà íåò.

• Åñëè a = b, òî, îáîçíà÷èâ t = a
c , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

4t5 − 5t4 + 6t3 − 10t2 + 2t+ 3 = (t− 1)2(4t3 + 3t2 + 8t+ 3) > 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c.

á) Íàéäèòå íàèìåíüøåå k > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c > 0 ñïðàâåäëèâî

k
a4 + b4 + c4

ab+ bc+ ca
+ (1− k) 3abc

a+ b+ c
>
a2 + b2 + c2

3
.

Ðåøåíèå. Ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè
r ðàâåí 12kp2 + 9(1 − k)q. Çàìåòèì, ÷òî k 6 1, ïîýòîìó ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
ìèíèìàëüíîì r.

• Åñëè a = 0, òî, îáîçíà÷èâ t = b
c , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

3k(t4 + 1) > t3 + t.

Ïðè k < 1
3 è t = 1 íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó k íå ìåíüøå 1

3 . Åñëè
t = 1

3 , òî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(t− 1)2(t2 + t+ 1) > 0,

÷òî âåðíî, ïîýòîìó ïðè a = 0 è k > 1
3 íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî âñåãäà, ïðè÷åì

êîíñòàíòó 1
3 íåëüçÿ óìåíüøèòü.
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• Åñëè a = b, òî, îáîçíà÷èâ t = a
c , ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

(t− 1)2((12k − 4)t3 + (21k − 9)t2 + (12k − 2)t+ 3k) > 0⇔

⇔ (12k − 4)t3 + (21k − 9)t2 + (12k − 2)t+ 3k > 0.⇔ k >
4t3 + 9t2 + t

12t3 + 21t2 + 12t+ 3
.

Ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ t äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì êîðíåì óðàâíåíèÿ t4 + 9t3 + 17t+8t − 4. Çíà÷åíèå â ýòîé
òî÷êå è åñòü îòâåò (ïîñêîëüêó îíî áîëüøå 1

3 ).

34. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, X = a2+b2

2c2 + b2+c2

2a2 + c2+a2

2b2 ; Y = 2a
b+c + 2b

c+a + 2c
a+b .

Äîêàæèòå, ÷òî
4X + 69 > 27Y.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−225r3 − 50p3r2 + 4q3r + 55pqr2 + 6p2q2r − 4p4qr − 4pq4 + 2p3q3 > 0. (∗)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî r ëåâîé ÷àñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

−1350r − 100p3 + 110pq 6 0

Çàôèêñèðóåì p è r. Ëåâàÿ ÷àñòü ëèíåéíà ïî q, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå çíàâåíèå
âûðàæåíèå ñëåâà ïðèíèìàåò, êîãäà a = b. Â ñèëó òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî îäíîðîäíî,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = b = 1. Ïðè ïîäñòàíîâêå, íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

−20(5c3 + 19c2 + 100c+ 29) 6 0,

÷òî âåðíî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ c.

Çàôèêñèðóåì p è q. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ñëåâà ñòîèò âîãíóòàÿ ïî r ôóíêöèÿ,
ïîýòîìó îíà äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè ìèíèìàëüíîì èëè ìàêñèìàëüíîì r.

• Åñëè ïîäñòàâèòü a = 0 â (∗), òî îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

pq3(2p2 − 4q) > 0.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ âñåãäà íå ìåíüøå 0. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = 0 íå
ïîäõîäèò â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî.

• Åñëè ïîäñòàâèòü a = b = 1 â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, òî îíî ïðèìåò âèä

(c− 2)2(c− 1)2(4c+ 1) > 0.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà 2a = 2b = c è a = b = c.
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35. a) Äàí îäíîðîäíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (a, b, c) ñòåïåíè íå âûøå 8.
Ïðèâåäèòå àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îí ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óìååì
íàõîäèòü íóëè è ýêñòðåìóìû ëþáîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ïðèìåð àëãîðèòìà â ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü P (a, b, c) ðàâíà
8, äëÿ ìåíüøèõ ñòåïåíåé àëãîðèòì àíàëîãè÷åí. Íåðàâåíñòâî P (0, b, c) > 0 ïðî-
âåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
P (0, 0, c) > 0. Çàòåì, îáîçíà÷èâ t = c

b è ðàçäåëèâ íåðàâåíñòâî íà b8, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî îò îäíîé ïåðåìåííîé P (0, 1, t) > 0. Íåðàâåíñòâî P (a, a, c) > 0 òàêæå
ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî P (a, b, c) > 0 â òåðìèíàõ p, q, r. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí P
îäíîðîäíûé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p = 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå

A(q)r2 +B(q)r + C(q) > 0.

Çàôèêñèðóåì q òàêîå, ÷òî A(q) 6 0. Òîãäà íåîòðèöàòåëüíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðÿòü äëÿ ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî r, òî åñòü â ñëó÷àÿõ a = b è a = 0.
Çàôèêñèðóåì q òàêîå, ÷òî A(q) > 0. Ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äîñòèãàåò-

ñÿ â òî÷êå r0 = − B(q)
2A(q) . Çàìåòèì, èç óñëîâèÿ T (p, q, r) > 0 ñëåäóåò, ÷òî r ëåæèò â

îòðåçêå I =
[
9q−2
27 −

2−6q
27

√
1− 3q, 9q−227 + 2−6q

27

√
1− 3q

]
. Åñëè r0 íå ëåæèò â ýòîì îò-

ðåçêå, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü â ñëó÷àÿõ a = b è a = 0. Èíà÷å
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü â òî÷êå r0. Ïðè ïîäñòàíîâêå r0 ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî íà q:

4A(q)C(q)−B2(q) > 0. (∗)

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

1. Ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî P (0, b, c) > 0.

2. Ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî P (a, a, c) > 0.

3. Ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî P (a, b, c) > 0 â òåðìèíàõ p, q, r è ïîäñòàâèòü p = 1.

4. Íàéòè ìíîæåñòâî òåõ q, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî A(q) > 0.

5. Íàéòè ìíîæåñòâî òåõ q, äëÿ êîòîðûõ òî÷êà r0 = − B(q)
2A(q) ëåæèò â îòðåçêå I.

6. Äëÿ q, ëåæàùèõ â ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ èç ïóíêòîâ 4 è 5, ïðîâåðèòü âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâà (∗).

á) Ïðèâåäèòå àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì äëÿ îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà ñòåïåíè íå âûøå 17.

Óêàçàíèå. Âñïîìíèòå ôîðìóëû Êàðäàíî è Ôåððàðè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî,
÷òî êîðíè â ýòèõ ôîðìóëàõ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ êîìïëåêñíûå.
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â*) Ïðèâåäèòå àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì äëÿ îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè (èëè õîòÿ áû äëÿ ñòåïåíè 18).

36. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è
√
a+
√
b+
√
c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

2(a+ b+ c− 2)2 + (ab+ bc+ ca)(2 + 3(a+ b+ c)) > 35.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó a = x2, b = y2, c = z2. Ïîñëå ýòîãî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî
ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2p4 + 10q2 − 8p2q − 8p2 + 16q + 3p2q2 − 6p3r − 6q3 − 4pr − 27 > 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî p = 3. Çàôèêñèðóåì p è q. Ôóíêöèÿ ñëåâà ëèíåéíà ïî r, ïðè÷åì
êîýôôèöèåíò ïðè r ìåíüøå 0, ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì r, òî åñòü ïðè x = y. Â ýòîì ñëó÷àå z = 3 − 2x, è ïîñëå
ïîäñòàíîâêè íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x− 1)2(54x4 − 144x3 + 165x2 − 70x+ 21) > 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî, ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c = 1.

37. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 1 è a+ b+ c = 9. Äîêàæèòå, ÷òî
√
ab+ bc+ ca 6

√
a+
√
b+
√
c.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó a = (x + 1)2, b = (y + 1)2, c = (z + 1)2. Ïîñëå ýòîãî
èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q2 + p2 − 2pr + 2pq − 2p− 6r − 6 > 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî p2 − 2q − 2p = 6. Çàôèêñèðóåì p è q. Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà ñòîèò ëèíåéíàÿ ïî r ôóíêöèÿ, êîýôôèöèåíò ïðè r îòðèöàòåëüíûé, ïîýòîìó
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì r, òî åñòü ïðè
x = y. Â ýòîì ñëó÷àå a = b è c = 9− 2a, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè èñõîäíîå íåðàâåíñòâî
ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−3a2 + 16a− 9 6 4
√

9a− 2a2.

Ïðè 1 6 a 6 9
2 ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå 0, ïîýòîìó ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò. Ïîñëå

âîçâåäåíèÿ, íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

3(a− 3)2(3a2 − 14a+ 3) 6 0,

÷òî âåðíî ïðè 1 6 a 6 9
2 . Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c = 3.

Òàêæå ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ðàçäåëà 5.

38. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî(
a

b+ c

)3

+

(
b

c+ a

)3

+

(
c

a+ b

)3

+
13abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
> 2.
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Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó x = a
b+c , y = b

a+c , z = c
a+b . Çàìåòèì, ÷òî

x
x+1 + y

y+1 +
z
z+1 = 1. Ïîñëå çàìåíû èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p3r − 3pqr + 3r2 − 2r + 13 > 0,

ïðè óñëîâèè q + 2r = 1. Çàôèêñèðóåì q è r > 0. Ôóíêöèÿ ñëåâà ìîíîòîííà ïî
p, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ, ðàâíàÿ 3p2r − 3qr, íå ìåíüøå 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî äëÿ x = y, òî åñòü a = b. Ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî,
è îáîçíà÷èâ t = c

a , ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

(t− 1)2(t3 + 5t2 + 12t+ 4) > 0,

÷òî âåðíî. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c.

39. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

a2

4− bc
+

b2

4− ca
+

c2

4− ab
6 1.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

abc(a3+b3+c3)−4(a2+b2+c2)(ab+bc+ca)+a2b2c2+16(a2+b2+c2)+16(ab+bc+ca)−64 6 0.

Ïîäñòàâèâ â ýòî íåðàâåíñòâî óñëîâèå, ïîëó÷èì

abc(a3 + b3 + c3 + 4(ab+ bc+ ca) + abc− 16) 6 0.

Åñëè a = 0, òî ïîëó÷àåì ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = 0, b2 + c2 = 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ñîêðàòèâ íà abc, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

a3 + b3 + c3 6 16− abc− 4(ab+ ac+ bc). (∗)

Ñäåëàåì çàìåíó a = x−2, b = y−2, c = z−2, ãäå x, y, z > 2. Íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ
â âèäå

p3 − 3pq + 4r 6 6p2 − 14q,

ïðè óñëîâèè r = 4q − p2. ×òîáû ñäåëàòü íåðàâåíñòâî îäíîðîäíûì, äîìíîæèì íåðà-
âåíñòâî íà óñëîâèå:

(p3 − 3pq + 4r)(4q − p2) 6 (6p2 − 14q)r ⇔ 0 6 r(10p2 − 30q)− (p3 − 3pq)(4q − p2).

Êîýôôèöèåíò ïðè r ðàâåí 0 òîëüêî åñëè x = y = z, òî åñòü a = b = c. Â ýòîì ñëó÷àå,
ïðè ïîäñòàíîâêå â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c = 1.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðàâàÿ ÷àñòü ìèíèìàëüíà ïðè ìèíèìàëüíîì r.

• Åñëè x = 0, òî a = 2, è ïðè ïîäñòàíîâêå â èñõîäíîå óñëîâèå, ïîëó÷èì b = c = 0,
÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàâåíñòâà, îïèñàííîãî âûøå.
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• Åñëè x = y, òî

z = 4x− x2 = 4(a+ 2)− (a+ 2)2 = 4− a2.

Ïîýòîìó a = b, c = 2− a2. Ïîäñòàâèâ ýòè ðàâåíñòâà â (∗), ïîëó÷èì

0 6 (a− 1)2(a+ 2)2(a2 − 2a+ 2).

Ïîëó÷àåì ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b = c = 1.

40. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî

(a2 + b2 + c2)2 > 3(a3b+ b3c+ c3a),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àÿõ a = b = c è

a

sin2 4π
7

=
b

sin2 2π
7

=
c

sin2 π7
,

b

sin2 4π
7

=
c

sin2 2π
7

=
a

sin2 π7

c

sin2 4π
7

=
a

sin2 2π
7

=
b

sin2 π7
.

Ïîäñêàçêà. Ñäåëàéòå çàìåíó a = x+ 2ty, b = y + 2tz, c = z + 2tx äëÿ íåêîòîðîãî t.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ
a, b, c. Ñäåëàåì çàìåíó, óêàçàííóþ â ïîäñêàçêå, äëÿ t = cos π7 , ñ÷èòàÿ x, y, z > 0.
Òîãäà

a3b =
(
6x2y2 cos

π

7
+ 8y4 cos3

π

7
+ xyz(12x cos2

π

7
+ 24y cos3

π

7
)
)
+

+
(
x3y + 2x3z cos

π

7
+ 12y3x cos2

π

7
+ 16y3z cos4

π

7

)
.

Ðàñïèñàâ àíàëîãè÷íî äâà îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ ñêîáîê
áóäåò ñèììåòðè÷åñêîé. Â ñóììå âòîðûõ ñêîáîê áóäóò êîýôôèöèåíòû äâóõ âèäîâ:(
1 + 16 cos4 π7

)
è
(
2 cos π7 + 12 cos2 π7

)
. Íî ýòè êîýôôèöèåíòû ðàâíû, ïîýòîìó ñóììà

ëåâûõ ñêîáîê áóäåò òàêæå ñèììåòðè÷åñêîé. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ëèíåéíà ïî r è
êîýôôèöèåíò ïðè r ðàâåí 12p

(
cos2 π7 + 2 cos3 π7

)
. Ïðè ðàçëîæåíèè íà ýëåìåíòàðíûå

ñèììåòðè÷åñêèå ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà r âñòðå÷àòüñÿ íå áóäåò, ïîýòîìó,
åñëè ïåðåíåñòè âñå â ïðàâóþ ÷àñòü, òî êîýôôèöèåíò ïðè r áóäåò îòðèöàòåëüíûì, è
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì r.

Åñëè x = y = 0, òî íåðàâåíñòâî âåðíî è åäèíñòâåííûé ñëó÷àé ðàâåíñòâà a = b =
c = 0. Èíà÷å ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = y = 1, òàê êàê íåðàâåíñòâî îäíîðîäíî. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

(z − 1)2(z − 4 cos2
2π

7
(1 + 2 cos

π

7
) + 2 cos

π

7
)2 > 0.
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Ïîëó÷àåì ñëó÷àè ðàâåíñòâà x = y = z, òî åñòü a = b = c, è

x = y = (4 cos2
2π

7
(1 + 2 cos

π

7
)− 2 cos

π

7
)z,

÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò ê ñëó÷àþ ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ çàäà÷è.

Ñóùåñòâóåò è äðóãîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì

f(a, b, c) = (a2 + b2 + c2)2 − 3(a3b+ b3c+ c3a).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

f(a, b, c) =
1

2
(a2 − 2ab+ bc− c2 + ac)2 +

1

2
(b2 − 2bc+ ac− a2 + ab)2+

+
1

2
(c2 − 2ac+ ab− b2 + bc)2.

Èëè æå

f(a, b, c) =
1

4
(a2 + b2 − 3ab+ 3ac− 2c2)2 +

3

4
(a2 − ab− ac− b2 + 2bc)2.

41. à) Êàêèå óñëîâèÿ íà ÷èñëà p, q, r ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî âñå ÷èñëà a, b, c íå
ìåíüøå 1?

Ðåøåíèå. Ïî çàäà÷å 22 âåùåñòâåííîñòü ÷èñåë a, b, c ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî p, q, r
âåùåñòâåííûå è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî T (p, q, r) > 0. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà (a−1),
(b− 1), (c− 1) íåîòðèöàòåëüíû, è ïî òåîðåìå î íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòî ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a− 1) + (b− 1) + (c− 1) > 0⇔ p > 3,

(a− 1)(b− 1) + (b− 1)(c− 1) + (c− 1)(a− 1) > 0⇔ q − 2p+ 3 > 0,

(a− 1)(b− 1)(c− 1) > 0⇔ r − q + p− 1 > 0.

á) À òîìó, ÷òî a, b, c ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà (âîçìîæíî,
âûðîæäåííîãî)?

Ðåøåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å p, q, r äîëæíû áûòü âåùåñòâåííûìè è
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî T (p, q, r) > 0. Òàêæå ÷èñëà

a, b, c, (a+ b− c), (a− b+ c), (−a+ b+ c)

íåîòðèöàòåëüíû, ÷òî ïî òåîðåìå î íåîòðèöàòåëüíîñòè ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

p > 0, q > 0, r > 0, 4q − p2 > 0, −p3 + 4pq − 8r > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ÷åòâåðòîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òðåòüåãî, ïîýòîìó åãî
ìîæíî óáðàòü.
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â) À òîìó, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ a, b, c âûïîëíåíî 2min(a, b, c) > max(a, b, c)?

Ðåøåíèå. Óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

a > 0, b > 0, c > 0, 2a > b, 2a > c, 2b > a, 2b > c, 2c > a, 2c > b.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ 2a > b, 2b > a ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî (2a − b)(2b − a) > 0,
ïîýòîìó óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþçèì íåðàâåíñòâàì:

a > 0, b > 0, c > 0, (2a−b)(2b−a) > 0, (2b−c)(2c−b) > 0, (2a−c)(2c−a) > 0.

Îñòàëîñü çàïèñàòü óñëîâèÿ òåîðåìû î íåîòðèöàòåëüíîñòè äëÿ äâóõ òðîåê ÷èñåë.

42. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c ∈
[
1
3 , 3
]
. Äîêàæèòå, ÷òî

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
>

7

5
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì x = b
a , y = c

b , z =
a
c è ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

1

1 + x
+

1

1 + y
+

1

1 + z
>

7

5
, (∗)

ïðè óñëîâèè xyz = 1, è x, y, z ∈
[
1
9 , 9
]
. Ïîñëåäíèé ïåðåõîä áûë íåýêâèâàëåíòíûì,

íî åñëè ìû äîêàæåì íîâîå íåðàâåíñòâî, òî èç íåãî áóäåò ñëåäîâàòü èñõîäíîå. Ïåðå-
ïèøåì (∗) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

8 + 3p− 2q − 7r > 0.

Çàôèêñèðóåì q è r, òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè íàèìåíü-
øåì p. Ðàññìîòðèì, êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü p. Íà çíà÷åíèÿ p íàëîæåíû
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

• T (p, q, r) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìèíèìàëüíîãî p âûïîëíåíî x = y. Íåðàâåí-
ñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(3− x)(2x2 − 2x+ 1) > 0,

÷òî âåðíî, ïîñêîëüêó x 6 3. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà x = y = 3, z = 1
9 , òî åñòü a = 1

3 ,
b = 1, c = 3 è åãî öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè.

• óñëîâèÿ èç òåîðåìû î íåîòðèöàòåëüíîñòè äëÿ ÷èñåë x − 1
9 , y −

1
9 , z −

1
9 . Â

ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìèíèìàëüíîãî p âûïîëíåíî x = 1
9 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = 9

y ,

ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå (y − 3)2 > 0. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà òàêîé æå.

• óñëîâèÿ èç òåîðåìû î íåîòðèöàòåëüíîñòè äëÿ ÷èñåë 9 − x, 9 − y, 9 − z. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìèíèìàëüíîãî p âûïîëíåíî x = 9. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = 1

9y ,
ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

−27y2 + 50y − 3 > 0,

÷òî âåðíî, ïîñêîëüêó y 6 1.
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43. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

(a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 6

(
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

b+ a

)
.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

18r2 + (6p3 − 11pq)r − p2q2 6 0.

Çàôèêñèðóåì p è q. Cëåâà ñòîèò êâàäðàòè÷íàÿ ïî r ôóíêöèÿ, êîýôôèöèåíò ïðè
r2 ïîëîæèòåëåí, êîýôôèöèåíò ïðè r íåîòðèöàòåëåí, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò. Íà r íàëîæåíû ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

r > 0, T (p, q, r) > 0, −p3 + 4pq > 8r,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà a = b = 1 è a =
b + c = 1 (â ñèëó îäíîðîäíîñòè). Îáà ñëó÷àÿ ëåãêî ðàçáèðàþòñÿ, ñëó÷àè ðàâåíñòâà
a = b = c è a = 2b = 2c.

44. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí S(x, y, z) òàêîé, ÷òî òðîéêà a, b, c ÿâëÿ-
åòñÿ âåùåñòâåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S(x, y, z) > 0, ãäå

x = a+ b+ c, y = a2 + b2 + c2, z = a3 + b3 + c3.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

p = x, q =
x2 − y

2
, r = z − p3 + 3pq =

x3 − 3xy + 2z

2
.

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí S ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(x, y, z) = T (p, q, r) = T

(
x,
x2 − y

2
,
x3 − 3xy + 2z

2

)
Ïîíÿòíî, S(x, y, z) � èñêîìûé ìíîãî÷ëåí.

45. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà s ∈
[
86
9 , 10

]
, ñóùåñòâóþò ÷èñëà x, y, z òàêèå,

÷òî
a+ b+ c = 4, a2 + b2 + c2 = 6, a3 + b3 + c3 = s,

à âîò íè äëÿ êàêèõ äðóãèõ s ýòî íå âåðíî.

Ðåøåíèå. Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è a, b, c âåùåñòâåííûå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
S(4, 6, s) > 0. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí S(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé ïî z ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè z2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ s � ýòî îòðåçîê. Íà êðàÿõ îòðåçêà âåðíî, ÷òî S(x, y, z) = 0, òî
åñòü a = b. Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

46. (ÑØÀ, îòáîð íà IMO, 2001) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4.
Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca− abc 6 2.
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Ðåøåíèå 1. Ïîëîæèì

x = a+ b+ c = p, y = a2 + b2 + c2 = p2 − 2q, z = abc.

a, b, c âåùåñòâåííû, åñëè S(x, y, z) = T (x, x
2−y
2 , z) > 0. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè

S(x, y, z) = 0, òî äâå ïåðåìåííûõ èç a, b, c ðàâíû.

Òåîðåìà î íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p > 0⇔ x > 0, q > 0⇔ x2 − y > 0, r > 0⇔ z > 0.

Óñëîâèå a2 + b2 + c2 + abc = 4 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå y + z = 4. Íåðàâåíñòâî
ab+ bc+ ca− abc 6 2 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå x2 − y − 2z 6 4.

Çàôèêñèðóåì y è z. Íåðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ìàêñèìàëüíîãî x (ìàê-
ñèìàëüíîå x ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó x 6 3(a2 + b2 + c2) 6 12). Â ñîîòâåòñòâóþùåé
òðîéêå a, b, c äâå ïåðåìåííûå ðàâíû. Ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî a = b, ïî-
ëó÷èì âåðíîå íåðàâåíñòâî. Ñëó÷àè ðàâåíñòâà: a = b = c = 1 è a = b =

√
2, c = 0.

Ðåøåíèå 2. (Äèäèí Ïàâåë) Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: q − r 6 2, ïðè óñëîâèè p2 − 2q + r = 4. Çàôèêñèðóåì q0 è r0, äëÿ êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóåò p1, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ. Äëÿ ýòèõ q0 è r0 ðàññìîòðèì ìèíè-
ìàëüíîå p0 òàêîå, ÷òî òðîéêà (p0, q0, r0) äîïóñòèìà (íî íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíî
p20 − 2q0 + r0 = 4). Ïîñêîëüêó èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå çàâèñèò îò p, òî äîêàæåì,
÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òðîéêè (p0, q0, r0), îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà äëÿ òðîéêè (p1, q0, r0). Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè p0 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
íåðàâåíñòâî äëÿ a = b, ïðè óñëîâèè p2 − 2q + r 6 4 .

47. (Êèòàé-çàïàä, 2004) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

1 <
a√

a2 + b2
+

b√
b2 + c2

+
c√

c2 + a2
6

3

2

√
2.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 <
1√

1 +
b2

a2

+
1√

1 +
c2

b2

+
1√

1 +
a2

c2

6
3

2

√
2.

Ñäåëàåì çàìåíó x =
√
1 + b2

a2 , y =
√
1 + c2

b2 , z =
√
1 + a2

c2 .

Íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

1 <
1

x
+

1

y
+

1

z
6

3

2

√
2.

Óñëîâèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x, y, z > 1⇔ p− 3 > 0, q − 2p+ 3 > 0, r − q + p− 1 > 0.
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Íà íîâûå ïåðåìåííûå íàëîæåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(x2 − 1)(y2 − 1)(z2 − 1) = 1⇔ (r + p)2 − (q + 1)2 = 1.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ëåãêî, áóäåì äîêàçûâàòü ïðàâîå. Çàïèøåì åãî â
âèäå

q 6
3

2

√
2 r.

Ñäåëàåì çàìåíû: p′ = p + r, q′ = q, r′ = r. Âñå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëè-
ðîâàíû â òåðìèíàõ p′, q′, r′. Çíà÷èò, ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ p′ è q′, è
íàì íàäî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

r′ >

√
2

3
q′.

Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî â ñëó÷àå, êîãäà x = y.

48. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + nabc = n+ 3.

à) Ïóñòü 0 6 n 6 3
2 . Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c 6 3.

á) Ïóñòü 3
2 6 n 6 2. Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c 6

√
2(n+ 3).

â) Ïóñòü n = 2. Äîêàæèòå, ÷òî ab+ bc+ ac− abc 6 5
2 .

Óêàçàíèå: à), á) Ââåäèòå îáîçíà÷åíèÿ

x = a+ b+ c, y = a2 + b2 + c2 + nabc, z = abc.

ñ) Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 46.

49. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 + abc = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

a2b2 + b2c2 + c2a2 > abc(2 +
√
4− 3abc).

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì

x = a2 + b2 + c2 + abc = 4, y = ab+ bc+ ca, z = abc.

Òîãäà p =
√
x− z + 2y, q = y, r = z. Óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè ÷èñåë a, b, c çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå S(x, y, z) = T (
√
x− z + 2y, y, z) > 0. Õîòü ýòî óæå è íå ìíîãî÷ëåí,

íî âñå åùå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè x− z + 2y > 0. Êàê îáû÷íî, èç ðàâåí-
ñòâà S(x, y, z) = 0 ñëåäóåò, ÷òî äâå èç a, b, c ðàâíû. Íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q2 − 2rp > r(2 +
√
4− 3r)⇔ y2 − 2z

√
x− z + 2y > z(2 +

√
4− 3z).

Çàôèêñèðóåì x è z. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ñëåâà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî y, âåäü
åãî ïðîèçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëüíà:

2y − 2
2z

2
√
x− z + 2y

> 0⇔ y
√
x− z + 2y > r ⇔ (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) > r,
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÷òî î÷åâèäíî. Òåïåðü íàì íàäî ðàññìîòðåòü ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé y, îí áåðåòñÿ
èëè èç òîãî, ÷òî S(x, y, z) = 0, èëè èç x− z + 2y = 0 (êàê ãðàíèöà îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ, íî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí). Äàëüøå ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëàãàòü,
÷òî a = b.

50. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè íåïðåðûâíû: f(x) = 1
x íåïðåðûâíà äëÿ

ëþáîãî x ∈ (0,+∞), f(x) =
√
x íåïðåðûâíà äëÿ ëþáîãî x ∈ (0,+∞), f(x, y) = x+ y

íåïðåðûâíà äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ R2.

Ðåøåíèå. Åñëè f(x) = 1
x , òî ïîëîæèì δ = min

(
x
2 ,

εx2

1+εx

)
. Òîãäà∣∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣y − xxy

∣∣∣∣ 6 δ

x(x− δ)
6 ε.

Åñëè f(x) =
√
x, ïîëîæèì δ = min

(
1, x,

(
2
√
xε

1+ε

)2)
. Òîãäà

∣∣√x−√y∣∣ = |x− y|√
x+
√
y
6

δ

2
√
x−
√
δ
6

√
δ

2
√
x−
√
δ
6 ε.

Åñëè f(x, y = x+ y), òî ïîëîæèì δ = ε
2 . Òîãäà

(x+ y)− (x1 + y1) 6
√
(x− x1)2 +

√
(y − y1)2 6 2

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 6 δ.

51. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ x ∈ M ⊂ Rn, à âñå å¼ çíà÷åíèÿ
ëåæàò â ìíîæåñòâå N ⊂ R. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ f(y) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ y ∈ N
è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(g(x)) íåïðåðûâíà
äëÿ âñåõ x ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ M è ε > 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãîôèêñèðîâàííîãî x ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî
åñëè |x − y| < δ1, òî |f(x) − f(y)| < ε. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå δ, ÷òî åñëè ||x0 − y|| < δ, òî |g(x0) − g(y)| < δ1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
åñëè ||x0− y|| < δ, òî |f(g(x0))− f(g(y))| < ε, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(g(x)) íåïðåðûâíà
â òî÷êå x0.

52. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) îò îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé äëÿ âñåõ x ∈ R.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèåé äëÿ âñåõ (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è g(y1, . . . , ym) íåïðåðûâíû
íà Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî, òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) · g(y1, . . . ym) íåïðåðûâíà íà
Rn+m.

53. Ïðåäïîëîæèì, íà ïåðåìåííûå a, b, c íàëîæåíî ñèììåòðè÷åñêîå óñëîâèå G.
Çàôèêñèðóåì r = r0, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðîéêà (p0, q0, r0) òàêàÿ,
÷òî G(p0, q0, r0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå G ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p = f(q)
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(ñ ó÷¼òîì ôèêñèðîâàííîãî r), ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé q îãðàíè÷åíî. Äîêàæèòå, ÷òî q äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà,
ïðè÷¼ì â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ îáÿçàòåëüíî êàêèå-òî äâå èç ïåðåìåííûõ ðàâíû,

à) åñëè f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;

á) åñëè f � ìíîãî÷ëåí.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé q îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè óñëîâèÿìè. Âî-ïåðâûõ, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî T (p, q, r) = T (f(q), q, r) > 0.
Âî-âòîðûõ, p äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, òî åñòü f(q) > 0. Ðåøåíèåì ïåðâî-
ãî íåðàâåíñòâà ñëóæèò îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ, à ðåøåíèåì âòîðîãî �
îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ è ëó÷åé. Â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷èòñÿ îáúåäèíåíèå
íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ. Íà êîíöàõ ýòèõ îòðåçêîâ ëèáî T (p, q, r) = 0, ëèáî p = 0. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî êàêèå-òî äâå ïåðåìåííûå ðàâíû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè f
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, à íå îáÿçàòåëüíî ìíîãî÷ëåíîì, òî óñëîâèå çàäà÷è
îñòàåòñÿ âåðíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
f(q) > 0 çàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì è ìèíèìóì ñóùåñòâóþò.

54. Ïðåäïîëîæèì, íà ïåðåìåííûå a, b, c íàëîæåíî ñèììåòðè÷åñêîå óñëîâèå G.
Ïóñòü (x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà (p, q, r). Çàôèêñèðóåì z = z0, äëÿ êîòî-
ðîãî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òðîéêà (p, q, r) òàêàÿ, ÷òî G(p, q, r) = 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óñëîâèå G ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x = f(y) (ñ ó÷¼òîì ôèêñèðîâàííîãî z), ãäå f
� ìíîãî÷ëåí, à ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé y îãðàíè÷åíî. Òîãäà y äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì åñëè z = r, òî â ëþáîé òî÷êå ýêñòðåìóìà
(a− b)(b− c)(c− a) = 0, èíà÷å â ëþáîé òî÷êå ýêñòðåìóìà abc(a− b)(b− c)(c− a) = 0.

Ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

55. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è (a+ b+ c)( 1a + 1
b +

1
c ) = 10. Äîêàæèòå, ÷òî

9

8
6
a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca
6

6

5
.

56. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 1
a + 1

b +
1
c . Äîêàæèòå, ÷òî

(a+ b+ c)(1 + abc) > 6.

57. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è ab+ bc+ ca = a3 + b3 + c3. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca > a2b2 + b2c2 + c2a2.

58. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0. Èì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò p, q, r, ïðè÷¼ì
îêàçàëîñü, ÷òî q + r = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

p3 − 27r > 7(p2 − 3q).

59. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2+ b2+ c2 = ab+ bc+ ca+(abc− 1)2. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca+ 3 > 2(a+ b+ c).
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60. ßâëÿåòñÿ ëè îòðåçîê [0, 1] êîìïàêòîì? ßâëÿåòñÿ ëè ëó÷ [0,+∞) êîìïàêòîì?
À ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷êè (1, 1, . . . , 1)? Øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå
(1, 1, . . . , 1)? Ýòîò æå øàð áåç òî÷êè (1, 1, . . . , 1, 0)? À ñôåðà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â
òî÷êå (1, 1, . . . , 1)?

Ñëåäóþùåé çàäà÷åé â äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ðåøåíèå. Äà, ÿâëÿåòñÿ. Íåò, îí íå îãðàíè÷åí. Äà, ÿâëÿåòñÿ, Äà, ÿâëÿåòñÿ. Íåò,
ìíîæåñòâî íå çàìêíóòî. Äà, ÿâëÿåòñÿ.

61. Ðàññìîòðèì íàáîð óñëîâèé

P1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , Ps(x1, . . . , xn) = 0, Ps+1(x1, . . . , xn) > 0, . . . , Pm(x1, . . . , xn) > 0,

ãäå m � íàòóðàëüíîå, à s � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, P1, . . . , Pm � ìíîãî÷ëåíû
îò n ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê M â Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ
âñåì ýòèì óñëîâèÿì, îãðàíè÷åíî. Äîêàæèòå, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ðåøåíèå.Äîêàæåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò: åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn)
íåïðåðûâíà â òî÷êå A = (a1, . . . , an) è f(A) > 0, òî ñóùåñòâóåò øàð ñ öåíòðîì â
òî÷êå A òàêîé, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ýòîì øàðå ïîëîæèòåëüíû. Äåéñòâèòåëü-

íî, ðàññìîòðèì ε = f(A)
2 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó δ (èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f). Òîãäà øàð ðàäèóñà δ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

62. Äàíà ñèììåòðè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), îïðåäåëåííàÿ íà
êîìïàêòåM ⊂ Rn. Ïðåäïîëîæèì, f òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a4, . . . , an
(äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò a1, a2, a3 òàêèå, ÷òî (a1, . . . an) ∈M) ôóíêöèÿ

h(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3, a4, . . . , an)

äîñòèãàåò ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé òîëüêî êîãäà (x1−x2)(x2−x3)(x3−x1) = 0
(èëè x1x2x3(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) = 0). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò
ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé, ïðè÷¼ì â òî÷êå ýêñòðåìóìà ñðåäè x1, . . . , xn åñòü
ìàêñèìóì äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà (èëè ìàêñèìóì äâà ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ÷èñëà).

Ðåøåíèå.Äîêàæåì äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà (äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà àíàëîãè÷íî). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (a1, . . . , an). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, a2,
a3 � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà (ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ÷èñëà). Òîãäà ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ

h(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3, a4, . . . , an).

Ïî óñëîâèþ îíà äîñòèãàåò ìèíèìóìà, åñëè êàêèå-òî äâå ïåðåìåííûå x1, x2, x3 ðàâ-
íû (êàêèå-òî äâå ïåðåìåííûå x1, x2, x3 ðàâíû èëè îäíà èç ïåðåìåííûõ ðàâíà 0).
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

63. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0, a+ b+ c+ d = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 + (1− d2)2 > 3.
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64. (Ðîññèÿ, îòáîð íà IMO, 2015) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a2 + b2 + c2 + d2 = 1.
Äîêàæèòå, ÷òî

a3 + b3 + c3 + d3 + abc+ bcd+ cda+ dab 6 1.

65. (IMO Shortlist, 2010) Ïðî âåùåñòâåííûå a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî a+ b+ c+ d = 6
è a2 + b2 + c2 + d2 = 12. Äîêàæèòå, ÷òî

à) abcd 6 3;

á) 36 6 4(a3 + b3 + c3 + d3)− (a4 + b4 + c4 + d4) 6 48.

66. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a3 + b3 + c3 + d3 + 4
4
√
a3b3c3d3 > 2(abc+ bcd+ cda+ dab).

67. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà, 2016) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a+ b+ c+d = 3.
à) Äîêàæèòå, ÷òî

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+

1

d2
6

1

a2b2c2d2
.

á) Äîêàæèòå, ÷òî
1

a3
+

1

b3
+

1

c3
+

1

d3
6

1

a3b3c3d3
.

â) Èçâåñòíî, ÷òî x > 2. Äîêàæèòå, ÷òî

1

ax
+

1

bx
+

1

cx
+

1

dx
+

∣∣∣∣ (1− 1
a )(1−

1
b )(1−

1
c )(1−

1
d ))

2

∣∣∣∣x 6
1

axbxcxdx
.

68. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a+ b+ c+ d = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+

1

d2
+ 4 > 2(a2 + b2 + c2 + d2).

69. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d, e ∈ R, a+ b+ c+ d+ e = 20, a2 + b2 + c2 + d2 + e2 = 100.
Íàéäèòå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ

abcd+ abce+ abde+ acde+ bcde.

70. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c, d > 0 è a+ b+ c+ d = 1
a + 1

b +
1
c +

1
d . Äîêàæèòå, ÷òî

(a+ b+ c+ d)(17 + 46abcd) > 252.

71. (APMO, 2004) Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî

(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2) > 9(ab+ bc+ ca).
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72. (Èðàí, 2005) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è 1
a2+1 + 1

b2+1 + 1
c2+1 = 2. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ bc+ ca 6
3

2
.

Óêàçàíèå: Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ab + bc + ca > 3
2 . Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1
a2+1 + 1

b2+1 + 1
c2+1 < 2.

73. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b, c ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ðàâåí R. Äîêàæèòå, ÷òî

ab

c
+
bc

a
+
ca

b
> 5R.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
ab

cR
=

2

ctgα+ ctg β
.

Îáîçíà÷èì x = ctgα, y = ctg β, z = ctg γ. Òîãäà èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

1

x+ y
+

1

x+ z
+

1

y + z
>

5

2
,

ãäå x, y, z > 0 è xy + xz + yz = 1. Ýòî íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

p2 + q

pq − r
>

5

2
,

ïðè óñëîâèè q = 1. Çàôèêñèðóåì p è q. Ëåâàÿ ÷àñòü ìèíèìàëüíà ïðè ìèíèìàëüíîì
r, òî åñòü åñëè x = 0 èëè x = y.

1. Åñëè x = 0, òî yz = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè y 6 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî
ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (1− y)(5y2 − y + 4) > 0, ÷òî âåðíî.

2. Åñëè x = y, òî z = 1−x2

2x è íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

5x3 − 9x2 + 5x− 1 < 0,

÷òî âåðíî, òàê êàê x > 1.

74. (Shortlist IMO, 2011) Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà,
ïðè÷¼ì a2 + b2 + c2 = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

a

(b+ c− a)2
+

b

(a+ c− b)2
+

c

(a+ b− c)2
>

3

(abc)2
.

Óêàçàíèå: Cäåëàéòå çàìåíó a = y + z, b = x + z, c = x + y, ïîñëå ÷åãî ìîæíî
áóäåò íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâà èç x, y, z ðàâíû, à çíà÷èò, è äâà èç ÷èñåë a, b, c
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ðàâíû. Äàëåå ìîæíî àíàëèçèðîâàòü ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäíîé.

75. Íàçîâ¼ì ìíîãî÷ëåí îò òð¼õ ïåðåìåííûõ G(a, b, c) öèêëè÷åñêèì, åñëè åãî çíà-
÷åíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ (òî åñòü G(a, b, c) =
G(b, c, a)= G(c, a, b)). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé öèêëè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò a, b, c ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå X(a, b, c) + Y (a, b, c)(l12 − l21), ãäå X è Y � ñèììåòðè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû.

Óêàçàíèå: Åñëè òàêèå X, Y íàøëèñü, òî âåðíî, ÷òî G(a, b, c) = X + Y (l12 − l21),
G(b, a, c) = X − Y (l12− l21), îòêóäà âèäèì, ÷òî åñëè òàêèå X, Y ñóùåñòâóþò, òî îíè

ðàâíû G(a,b,c)+G(b,a,c)
2 è G(a,b,c)−G(b,a,c)

2 (l12− l21) ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îíè
è ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.

76. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 = 5
2 (ab+ bc+ ca). Äîêàæèòå, ÷òî

(a2 + b2 + c2)2 >
25

8
(a3b+ b3c+ c3a).

77. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a+ b+ c = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

(a2b+ b2c+ c2a)(ab+ bc+ ca) 6 9.

78. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2 + b2 + c2 = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

a2 + 3b2

a+ 3b
+
b2 + 3c2

b+ 3c
+
c2 + 3a2

c+ 3a
> 3.

79. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî

10(a+ b+ c)5 > 81(a2 + b2 + c2)(a2b+ b2c+ c2a+ 7abc).

80. (Êîðåÿ, 2012) Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2+b2+c2 = 2abc+1. Íàéäèòå ìàêñèìóì
âûðàæåíèÿ

(a− 2bc)(b− 2ca)(c− 2ab).

Óêàçàíèå: Ñäåëàéòå çàìåíó x = a2, y = b2, z = c2.

81. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c ∈ [0, 1] è (1− a)(1− b)(1− c) = abc. Äîêàæèòå, ÷òî

a2 + b2 + c2 +
a+ b+ c

2
>

3

2
.

82. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, a2 + b2 + c2 + abc = 4 è a+ b+ c >
√
8. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c > 2 +
3
√
abc.
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83. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0 è a2+b2+c2−(ab+bc+ca) = 11(a+b+c−3). Äîêàæèòå,
÷òî √

a+ 2 +
√
b+ 2 +

√
c+ 2 >

√
a+ b+ c+ 24.

84. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, abc = 1. Äîêàæèòå, ÷òî
a)

a10 + b10 + c10 > 3 + 45((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2);

á*)
a10 + b10 + c10 > 3 + 46((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2);

â) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà k òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 3

an + bn + cn > 3 + kn((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2);

ã*) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà k > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 3

an + bn + cn > 3 + kn2((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2),

íî íè äëÿ êàêîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû k′ > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n > 3

an + bn + cn > 3 + k′n2+ε((a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2).

85. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c > 0, (a+1)(b+1)(c+1) = 84, (a+b+c)(ab+bc+ac) = 14256
abc .

Íàéäèòå ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ

(a+ b+ c)2 + (ab+ bc+ ac)2 + a2b2c2.

86. Èçâåñòíî ÷òî a, b, c, d > 0, a+b+c+d = 3, a2+b2+c2+d2 = 5, a4+b4+c4+d4 = 17.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå d.
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