
×åñòíûé ðàçäåë òîðòîâ

Ðåøåíèÿ ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

Íåñêîëüêî îáùèõ ðåçóëüòàòîâ

Ìû íà÷í¼ì ñ ðàçáîðà çàäà÷ 3.1�3.3, ïîñêîëüêó èõ ðåøåíèå óïðîùàåò îñòàëüíûå ðåøåíèÿ.

3.1. Åñëè n íå äåëèòñÿ íà m, òî òîðòû íåâîçìîæíî ðàçðåçàòü íà êóñêè âåñà m
n
. Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ

êóñîê ìåíüøåãî âåñà. Òîãäà êòî-íèáóäü ïîëó÷èò õîòÿ áû äâà êóñêà, è íàèìåíüøèé èç íèõ áóäåò

âåñèòü íå áîëåå m
2n
.

Ïóñòü òåïåðü f(m,n) = m
2n
. Òîãäà êàæäûé êóñîê âåñèò ëèáî m

2n
, ëèáî m

n
. Êàæäûé êóñîê

âåñà m
n
ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êóñêà âåñà m

n
. Èòàê, êàæäûé òîðò ñîñòîèò èç êóñêîâ âåñà m

2n
, ÷òî

ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2m äåëèòñÿ íà n (à m íå äåëèòñÿ).

3.3. à) Ðàññìîòðèì ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå. Åñëè ó êîãî-òî õîòÿ áû òðè êóñêà, òî ìèíè-

ìàëüíûé èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò m
3n
; ïîýòîìó è f(m,n) ≤ m

3n
.

3.2. à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(m,n) > m
n
− 1

2
. Ïîñêîëüêó m

n
> 3

4
, èìååì m

n
− 1

2
> m

3n
. Çíà÷èò, ïî

3.3à) êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò íå áîëåå äâóõ êóñêîâ. Åñëè åñòü êóñîê ðàçìåðà m
n
, ðàçäåëèì

åãî íà äâà ðàâíûõ; ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå ïî-ïðåæíåìó îïòèìàëüíî ââèäó 3.1. Èòàê, âñåãî åñòü

ðîâíî 2n êóñêîâ. Ïîñêîëüêó 2n < 3m, íàéä¼òñÿ òîðò, ðàçäåë¼ííûé íà äâå ÷àñòè (êàæäûé òîðò

äîëæåí áûòü ïîðåçàí!); îäíà èç ýòèõ ÷àñòåé íå ìåíüøå 1
2
. Òîãäà ó ÷åëîâåêà, ïîëó÷èâøèé ýòó

÷àñòü, îñòàâøèéñÿ êóñîê íå ïðåâîñõîäèò m
n
− 1

2
. Ïðîòèâîðå÷èå.

á), â) Ïóñòü k ≥ 3; ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2
k+1

< m
n

< 1, íî f(m,n) > m
n
− 1

k
. Ïîñêîëüêó

m
n
− 1

k
> m

3n
, ïî 3.1 è 3.3à) ìû îïÿòü ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ðîâíî ïî äâà

êóñêà, è îáùåå ÷èñëî êóñêîâ � 2n. Òàê êàê 2n < (m + 1)k, íàéä¼òñÿ òîðò ñ íå áîëåå ÷åì k

êóñêàìè, à òîãäà îäèí èç íèõ íå ìåíüøå 1
k
. Ó ÷åëîâåêà, ïîëó÷èâøåãî ýòîò êóñîê, âòîðàÿ ÷àñòü

íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü m
n
− 1

k
. Ïðîòèâîðå÷èå.

3.3. á) Ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû m. Ðàçäåëèì åãî êðàñíûìè òî÷êàìè íà m ðàâíûõ ÷àñòåé, à

ñèíèìè òî÷êàìè � íà 3n ðàâíûõ ÷àñòåé (êîíöû îòðåçêà áóäóò èìåòü îáà öâåòà). Ïîëó÷åííûå

îòðåçêè ñ êðàñíûìè êîíöàìè îáîçíà÷àþò òîðòû.

Òåïåðü îäíîâðåìåííî óäàëèì âñå ñèíèå òî÷êè, îäíà èç ñîñåäíèõ ñ êîòîðûìè òî÷åê � êðàñíàÿ

(íî íå ðàçíîöâåòíàÿ!). Çàòåì ðàçðåæåì òîðòû ïî îñòàâøèìñÿ ñèíèì òî÷êàì. Ìû óòâåðæäàåì,

÷òî òåïåðü ïîëó÷åííûå ÷àñòè ìîæíî ðàçäàòü n ëþäÿì ïîðîâíó.

Ïîñêîëüêó m < n, êàæäûé òîðò ñîäåðæàë õîòÿ áû òðè ñèíèõ òî÷êè, ïîýòîìó õîòÿ áû

îäíà èç íèõ îñòàëàñü. Äàëåå, êàæäûé ïîëó÷åííûé êóñîê, íå íàõîäÿùèéñÿ íà ãðàíèöå òîðòà,

èìååò äëèíó m
3n
. Òî æå âåðíî äëÿ êóñêà ñ ðàçíîöâåòíûì êîíöîì. Âñå æå îñòàëüíûå êóñêè

ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, èìåþùèå îáùèé êðàñíûé êîíåö; îáùàÿ äëèíà äâóõ êóñêîâ ïàðû òîãäà

áóäåò ðàâíà 3 · m
3n

= 1. Òîãäà êàæäóþ òàêóþ ïàðó ìû ìîæåì îòäàòü îäíîìó ÷åëîâåêó. Âñå

îñòàëüíûå êóñêè èìåþò äëèíó m
3n
, è èõ ìîæíî ðàçäàòü ïî òðè îñòàâøèìñÿ ëþäÿì.

â) Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü m
n
∈
(
2
3
, 3
4

]
, íî f(m,n) > 1

3
. Ïî 3.3à) è 3.1, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò ðîâíî äâà êóñêà. Òîãäà îáùåå ÷èñëî êóñêîâ ðàâíî 2n < 3m,
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ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òîðò, ðàçáèòûé íà äâà êóñêà. Îäèí èç ýòèõ êóñêîâ íå ìåíüøå 1
2
. Ó ÷åëîâåêà,

ïîëó÷èâøåãî åãî, âòîðîé êóñîê íå áîëüøå m
n
− 1

2
, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò m

3n
? ïîñêîëüêó m

n
≤ 3

4
.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Íàêîíåö, ìû ïðèâåä¼ì òàêæå ðåøåíèå 1.4.

1.4. Ðàññìîòðèì òàêîé íàáîð êóñêîâ, ÷òî åãî ìîæíî ðàñïðåäåëèòü êàê ïî n ðàâíûì òîðòàì âåñà

m, òàê è ïî m ðàâíûì òîðòàì âåñà n. Ïóñòü x � ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé íàèìåíüøèé êóñîê

â òàêîì íàáîðå. Òîãäà

nf(m,n) = x = mf(n,m),

îòêóäà f(m,n) = m
n f(n,m).

Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f

Îáîçíà÷åíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèìåðîâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (i1 ·a1+i2 ·a2+ · · ·+il ·al)
ðàçðåç òîðòà íà i1+ i2+ · · ·+ il êóñêîâ, ñðåäè êîòîðûõ i1 êóñêîâ âåñà a1, i2 êóñêîâ a2 è ò.ä. Òàê

æå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñîñòàâ äîëè îäíîãî ÷åëîâåêà.

1.1. à) ×àñòíûé ñëó÷àé 3.3â).

á) Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.2á). Ïðèìåð:

4× 210g = 2× (3 · 70g) + 2× (3 · 50g + 60g)

â) Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.2â) ïðè k = 12. Ïðèìåð:

4× 3kg = 2× (12 · 250g) + 2× (240g + 12 · 230g) = 24× (230g + 250g) + (2 · 240g) = 25× 480g.

1.2. à) Îòâåò. 5
21
.

×àñòíûé ñëó÷àé 3.3â).

á) Îòâåò. 5
18 .

Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.2à). Ïðèìåð:

7× 1 = 3×
(
2 · 1

2

)
+ 2×

(
5

18
+

6

18
+

7

18

)
+ 2×

(
2× 5

18
+

8

18

)
=

= 6×
(

5

18
+

1

2

)
+

(
2 · 7

18

)
+ 2×

(
6

18
+

8

18

)
= 9× 7

9
.

1.3. à) Îòâåò. 1
3 .

Êàê îáû÷íî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ïî äâà êóñêà. Òîãäà íàéä¼òñÿ

òîðò ñ òðåìÿ èëè áîëåå ÷àñòÿìè, îäíà èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1
3
, ïîýòîìó f(8, 9) ≤ 1

3
. Ïðèìåð:

8× 1 = 2×
(
3 · 1

3

)
+ 6×

(
4

9
+

5

9

)
= 6×

(
1

3
+

5

9

)
+ 3×

(
2 · 4

9

)
= 9× 8

9
.

á) Îòâåò. 2
7 .

Îöåíêà f(11, 14) ≥ 2
7
ñëåäóåò èç 3.2à). Ïðèìåð:

11× 1 = 5×
(
2 · 1

2

)
+ 4×

(
2 · 2

7
+

3

7

)
+ 2×

(
2

7
+ 2 · 5

14

)
=

= 10×
(
1

2
+

2

7

)
+ 4×

(
3

7
+

5

14

)
= 14× 11

14

â) Îòâåò. 5
17
.
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Êàê îáû÷íî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ïî äâà êóñêà. Òîãäà âñåãî åñòü

34 êóñêà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé òîðò ðàçðåçàí íà äâà èëè òðè êóñêà: öåëîãî òîðòà áûòü íå ìîæåò,

à åñëè êàêîé-òî òîðò ðàçðåçàí õîòÿ áû íà 4 êóñêà, òî îäèí èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1
4
< 5

17
. Òîãäà

åñòü 6 áîãàòûõ òîðòîâ ñ òðåìÿ êóñêàìè è 8 îáû÷íûõ òîðòîâ ñ äâóìÿ êóñêàìè; â áîãàòûõ òîðòàõ

âñåãî 18 êóñêîâ, à â îáû÷íûõ � 16 êóñêîâ. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ÷åëîâåê, ó êîòîðîãî îáà êóñêà

� èç áîãàòûõ òîðòîâ (åñëè îíè èç îäíîãî òîðòà, òî âûáåðåì åù¼ îäèí áîãàòûé ïðîèçâîëüíî).

Ñóììàðíûé âåñ îñòàëüíûõ 4 êóñêîâ â ýòèõ òîðòàõ íå ïðåâîñõîäèò 2 − 14
17

= 20
17
. Ïîýòîìó îäèí

èç íèõ íå òÿæåëåå 5
17
.

Ïðèìåð:

14× 1 = 8×
(

9

17
+

8

17

)
+ 4×

(
2 · 6

17
+

5

17

)
+ 2×

(
7

17
+ 2 · 5

17

)
=

= 8×
(

5

17
+

9

17

)
+ 8×

(
6

17
+

8

17

)
+

(
2 · 7

17

)
= 17× 14

17
.

2.1. à) Îòâåò. 1
3
.

Ïóñòü s = f(3k − 1, 3k). Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî s ≤ 1
3
. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà s > 1

3
, è

ñîãëàñíî 3.3à) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó ëþáîãî ÷åëîâåêà ðîâíî äâà êóñêà. Òîãäà íàéä¼òñÿ òîðò,

ðàçðåçàííûé õîòÿ áû íà 3 êóñêà, è íàèìåíüøèé èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1
3
. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà óìíîæèì âñå âåñà íà 3k. Èìååì:

(3k−1)× 3k = 2×
(
3 · k

)
+

+ 3×
(
(2k − 1) + (k + 1)

)
+ 3×

(
(2k − 2) + (k + 2)

)
+ · · ·+ 3×

(
(k + 1) + (2k − 1)

)
=

= 3×
(
k + (2k − 1)

)
+ 3×

(
(k + 1) + (2k − 2)

)
+ · · ·+ 3×

(
(2k − 1) + k = (3k + 2)× (6k + 2).

á) Îòâåò. 2k+1
2(3k+2)

.

Îáîçíà÷èì s = f(3k+1, 3k+2), t = 2k+1
2(3k+2)

. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî s ≤ t. Ïóñòü ýòî íå òàê.

Îïÿòü æå, èç s > t ≥ 3k+1
3(3k+2)

ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ïî äâà êóñêà. Åñëè

êàêîé-òî òîðò ðàçðåçàí õîòÿ áû íà 4 ÷àñòè, òî íàèìåíüøàÿ èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1
4
≤ 2k+1

2(3k+2)
,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó êàæäûé òîðò ðàçðåçàí íà 2 èëè 3 êóñêà, è ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñòü

ðîâíî äâà òîðòà, ðàçäåë¼ííûõ íà 3 êóñêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé ãðàô. Âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ òîðòû, à êàæäîìó ÷åëîâåêó

ñîïîñòàâëåíî ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå òîðòû, èç êîòîðûõ îí ïîëó÷èë ñâîè êóñêè. Â ýòîì ãðàôå

åñòü äâå âûäåëåííûõ âåðøèíû ñòåïåíè 3, à âñå îñòàëüíûå èìåþò ñòåïåíü 2. Ïîýòîìó îí ñîñòîèò

èç òð¼õ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âûäåëåííûå âåðøèíû (âîçìîæíî, íåêîòîðûå èç íèõ � öèêëû).

Äëèíà îäíîãî èç ýòèõ ïóòåé íå ìåíüøå k + 1; ðàññìîòðèì ýòîò ïóòü v0, v1, . . . , vk+1.

Îáîçíà÷èì äîëþ ÷åëîâåêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðó (vi, vi+1), ÷åðåç (pi, qi), ãäå êóñîê pi

âçÿò èç òîðòà vi, à qi � èç vi+1. Òîãäà pi + qi =
3k+1
3k+2

ïðè i = 0, 1, . . . , k, è qi + pi+1 = 1 ïðè

i = 1, 2, . . . , k. Ïîýòîìó pi+1−pi = 1
3k+2

, à çíà÷èò, pk ≥ k
3k+2

+p0 ≥ k
3k+2

+t = 4k+1
2(3k+2)

. Íàêîíåö,

ïîëó÷àåì qk = 3k+1
3k+2

− pk ≤ t. Ïðîòèâîðå÷èå.

Â ðåøåíèè ñîäåðæèòñÿ òàêæå èäåÿ ïðèìåðà: äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ äâà ïóòè äëèíû k + 1 è

îäèí � äëèíû k. length k. Äëÿ óäîáñòâà óìíîæèì âñå âåñà íà 2(3k+2). Òîãäà ïðèìåð âûãëÿäèò
òàê:

(3k+1)× (6k + 4) = 2×
(
2 · (2k + 1) + (2k + 2)

)
+

+ 2×
(
(4k + 1) + (2k + 3)

)
+ 2×

(
(4k − 1) + (2k + 5)

)
+ · · ·+ 2×

(
(2k + 3) + (4k + 1)

)
+

+
(
4k + (2k + 4)

)
+
(
(4k − 2) + (2k + 6)

)
+ · · ·+

(
(2k + 4) + 4k

)
=

= 2×
(
(2k + 1) + (4k + 1)

)
+ 2×

(
(2k + 3) + (4k − 1)

)
+ · · ·+ 2×

(
(4k + 1) + (2k + 1)

)
+

+
(
(2k + 2) + 4k

)
+
(
(2k + 4) + (4k − 2)

)
+ · · ·+

(
4k + (2k + 2)

)
= (3k + 2)× (6k + 2).
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â) Îòâåò. k
3k+1

.

Îáîçíà÷èì s = f(3k, 3k+1), t = k
3k+1

. Îïÿòü æå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî s > t, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ïî äâà êóñêà, åñòü ðîâíî äâà òîðòà ñ òðåìÿ êóñêàìè, à îñòàëüíûå

ñîäåðæàò ïî äâà êóñêà. Äàëåå, ñòðîÿ àíàëîãè÷íûé ãðàô, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îäèí èç ïóòåé äëèíû

õîòÿ áû k + 1. Äåéñòâóÿ êàê è âûøå, ìû íàõîäèì, ÷òî pk − p0 = k
3k+1

, ïîýòîìó pk ≥ 2k
3k+1

è

qk = 3k
3k+1

− pk ≤ t. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà óìíîæèì âñå âåñà íà 3k + 1. Ïðèìåð âûãëÿäèò òàê:

3k×(3k + 1) = 2×
(
2 · k + (k + 1)

)
+

+ 2×
(
2k + (k + 1)

)
+ 2×

(
(2k − 1) + (k + 2)

)
+ · · ·+ 2×

(
(k + 1) + 2k

)
+

+
(
(2k − 1) + (k + 2)

)
+
(
(2k − 2) + (k + 3)

)
+ · · ·+

(
(k + 2) + (2k − 1)

)
=

= 2×
(
k + 2k

)
+ 2×

(
(k + 1) + (2k − 1)

)
+ · · ·+ 2×

(
2k + k

)
+

+
(
(k + 1) + (2k − 1)

)
+
(
(k + 2) + (2k − 2)

)
+ · · ·+

(
(2k − 1) + (k + 1)

)
= (3k + 1)× 3k.

2.3. à) Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò îñòàòêà îò äåëåíèÿ n íà 3.

1) n = 3k. Î÷åâèäíî, f(3, 3k) = 1
k
.

2) n = 3k + 1. Åñëè n = 1, òî f(3, 1)=1. Åñëè æå n = 3k + 1 ≥ 4, òî f(3, 3k + 1) = 3k−1
2k(3k+1)

.

Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.2â) (ïðè k′ = 2k). Ïðèìåð:

3× 1 =

(
2k · 1

2k

)
+ 2×

(
k · 3k − 1

2k(3k + 1)
+ (k + 1) · 3

6k + 2

)
=

= 2k ×
(

3k − 1

2k(3k + 1)
+

1

2k

)
+ (k + 1)×

(
2 · 3

6k + 2

)
.

3) n = 3k + 2. Â ýòîì ñëó÷àå f(3, 3k + 2) = 1
2k+2

.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ïî äâà êóñêà, è îáùåå ÷èñëî êóñêîâ ðàâíî

6k + 4. Òîãäà íàéä¼òñÿ òîðò ñ õîòÿ áû 2k + 2 êóñêàìè, îäèí èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1
2k+2

.

Ïðèìåð:

3× 1 =

(
(2k + 2) · 1

2k + 2

)
+ 2×

(
(k + 1) · 3k + 4

(3k + 2)(2k + 2)
+ k · 3

6k + 4

)
=

= (2k + 2)×
(

1

2k + 2
+

3k + 4

(3k + 2)(2k + 2)

)
+ k ×

(
2 · 3

6k + 4

)
.
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