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Ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå çäåñü, óñòðîåíû òàê. Â ðàçäåëå ¾Íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿

ìû íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïàð (m,n). Çàìåòèì, ÷òî
áîëüøèíñòâî èç íèõ ñëåäóþò òàêæå èç áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ èç ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Ðàçäåë

¾Ñåðèéíûå ðåçóëüòàòû¿ ñîäåðæèò ðåøåíèÿ (èëè èõ íàáðîñêè) çàäà÷ 3.13, à òàêæå 3.4�3.8; ïðè

ýòîì êàê ëåììà èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à 4.1. Â ðàçäåëå ¾Íåðàâíûå òîðòû¿ ìû ðàñïðîñòðàíÿåì

íàøè ìåòîäû íà ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ òîðòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîäñòóïèòüñÿ ê çàäà÷àì òèïà 3.9

(ìû ðåêîìåíäóåì ïðî÷åñòü ðàçäåë î ñåðèéíûõ ðåçóëüòàòàõ ïåðåä ýòèì). Íàêîíåö, â ðàçäåëå

¾Îáùèé àëãîðèòì¿ ìû íà ïðèìåðàõ îïèñûâàåì èäåè îáùåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ Ìåãàçàäà÷è

(â í¼ì èñïîëüçîâàíû èäåè èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ðàçäåëîâ).

Íà÷í¼ì æå ìû ñ çàäà÷è 1.6à).

1.6. à) Îòâåò. m+ n−ÍÎÄ(m,n).
Ïîñòðîèì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû m. Ðàçäåëèì åãî êðàñíûìè òî÷êàìè íà m

ðàâíûõ ÷àñòåé è ñèíèìè òî÷êàìè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé (íåêîòîðûå òî÷êè ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû

â îáà öâåòà). Îòðåçêè ñ êðàñíûìè ñîîòâåòñòâóþò òîðòàì. Ðàçðåæåì òîðòû ïî âñåì ñèíèì òî÷-

êàì. Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åíî òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè êóñêè ìîæíî ðàçäàòü

ëþäÿì: êàæäîìó ÷åëîâåêó ìîæíî äàòü êóñêè òîðòîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ñèíèìè òî÷êàìè. Èìååì

m+ 1 êðàñíûõ òî÷åê, n+ 1 ñèíèõ òî÷åê è ÍÎÄ(m,n) + 1 ðàçíîöâåòíûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì

âñåãî m+ n−ÍÎÄ(m,n) + 1.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî êóñêîâ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì m+n−ÍÎÄ(m,n).

Îáîçíà÷èì d = ÍÎÄ(m,n), n = dn′, m = dm′. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô ñ m êðàñíûìè

âåðøèíàìè è n ñèíèìè âåðøèíàìè, òîðòû è ëþäè ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîå ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò

êóñêó òîðòà è ñîåäèíÿåò ÷åëîâåêà, ïîëó÷èâøåãî ýòîò êóñîê ñ òîðòîì, îò êîòîðîãî ýòîò êóñîê

îòðåçàí. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ýòîãî ãðàôà, ïóñòü â íåé r êðàñíûõ

âåðøèí è b ñèíèõ âåðøèí. Òîãäà b ÷åëîâåê ñúåëè âìåñòå r òîðòîâ, ñëåäîâàòåëüíî b · m
n

= r.

Îòñþäà r
b
= m′

n′ è ñëåäîâàòåëüíî m′
∣∣ r. Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò íå áîëåå

÷åì m
m′ = d. Ñ äðóãîé ñòîðîíû êîëè÷åñòâî ð¼áåð íà êàæäîé êîìïîíåíòå íå ìåíåå ÷åì óìåíü-

øåííîå íà 1 êîëè÷åñòâî âåðøèí. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå (òî åñòü êîëè÷åñòâî

êóñêîâ, íà êîòîðûå ïîðåçàíû òîðòû) íå ìåíåå m+ n− d.

á) Ðåøåíèå îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû íåêîòîðûå ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçäåëà 2. Ìíîãèå èç ýòèõ çàäà÷ íà ñàìîì

äåëå ñëåäóþò èç çàäà÷ ðàçäåëà 3; îäíàêî ìû ïðèâîäèì èõ, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü áîëåå

êîíêðåòíûå êîíñòðóêöèè.

Îáùåå çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ñëó÷àé n
... m òðèâèàëåí, äàëåå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì,

÷òî n íå äåëèòñÿ íà m.
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2.2. Èç 3.2á) ñëåäóåò f(m, 2m− 1) ≤ m+1
6m−3 . Ïðèìåð äåëåæà òîðòîâ âåñà 6m− 3:

2×
(
3 · (2m− 1)

)
+
(
2 · (m+1)+(2m− 4)+(2m− 1)

)
+2×

(
2 · (m+1)+(2m− 2)+(2m− 3)

)
+(

(m+ 1 + i) + (m+ 3 + i) + (2m− 4− i) + (2m− 3− i)
)
i=1,...,(m−5)

2.3. á) Îòâåò. 4
n
, åñëè n

... 4;
2
n
, åñëè n = 4k + 2; 4

n
− 1

[n/2]
, åñëè n = 2k + 1.

Åñëè n = 4l + 2 ÷åòíî, òî f(4, 4l + 2) = 1
2l+1

ïî 3.1. Ïóñòü n = 2k + 1 íå÷åòíî. Ïî 3.3à) ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷èë ïî äâà êóñêà. Òîãäà âñåãî åñòü 4k+2 êóñêîâ è ïî

ïðèíöèïó Äèðèõëå åñòü òîðò ñ íå áîëåå ÷åì k êóñêàìè. Òîãäà íàéäåòñÿ êóñîê íå ìåíåå ÷åì 1
k
,

à äîïîëíèòåëüíûé ê íåìó êóñîê áóäåò íå áîëåå ÷åì 4
n
− 1

k
= 4

n
− 2

n−1 . Ïðèìåð äëÿ íå÷åòíûõ n:

2×
(
n− 1

2
· 2

n− 1

)
+ 2×

(
n− 1

2
·
(
4

n
− 2

n− 1

)
+

2

n

)
=

= (n− 1)×
(

2

n− 1
+

(
4

n
− 2

n− 1

))
+ 2 · 2

n
= n · 4

n
.

â) Îòâåò. 5
n
, åñëè n

... 5;
1

d2n/5e , åñëè n = 5k+1 ≥ 16 èëè n = 5k+3; 5
n
− 1

[2n/5]
, åñëè n = 5k+4

èëè n = 5k + 2 ≥ 12; f(5, 11) = 13
66
.

2.4. Îòâåò. 1
5
äëÿ m ≥ 6 è m = 2; îñòàëüíûå îòâåòû ñëåäóþò èç ïðåäûäóùèõ çàäà÷: f(1, 3) = 1

3
,

f(3, 7) = 5
28
, f(4, 9) = 7

36
, f(5, 11) = 13

66
.

2.5. Îòâåò. 1
4
äëÿ k ≥ 1.

Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.4 à). Ïðèìåð äëÿ òîðòîâ âåñà 12k + 8:

1×
(
4 · (3k + 2)

)
+ 2×

(
(4k + 2) + (5k + 4− 2i) + (3k + 2 + 2i)

)
i=1,...,k

=

= k×
(
2 ·(4k+2)

)
+2×

(
(3k+2)+(5k+2)

)
+2×

(
(3k+4)+5k

)
+ · · ·+2×

(
(5k+2)+(3k+2)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ñëåäóåò èç 3.4á).

2.6. Îòâåò. 2k+1
2(4k+1)

.

Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.2 à). Ïðèìåð äëÿ òîðòîâ âåñà 8k + 2:

(k + 1)×
(
2 · (4k + 1)

)
+ 2×

(
(2k + 1) + (2k + i) + (4k + 1− i)

)
i=1,...,k

=

= (2k+2)×
(
(2k+1)+ (4k+1)

)
+2×

(
(4k+1− i) + (2k+1+ i)

)
i=1,...,(k−1)

+
(
2 · (3k+1)

)
.

2.7. Îòâåò. 1
4
.

Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.4à). Ïðèìåð äëÿ òîðòîâ âåñà 32k + 12.

(5k + 2)× (32k + 12) =

= k×
(
4·(8k+3)

)
+2×

(
2·(10k+4)+(12k+4)

)
+
(
(12k+5)+(8k+3+i)+(12k+4−i)

)
i=1,...,4k

.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðèìåðà ñëåäóåò èç 3.4á).

2.8. Îòâåò. 6k−1
3(9k−2) .
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Îöåíêà ñëåäóåò èç 3.2 á). Ïðèìåð äëÿ òîðòîâ âåñà 27k − 6 è ïîðöèé ëþäåé 15k − 3:

2k ×
(
3 · (9k − 2)

)
+
(
(6k − 1) + (6k − 1) + (6k − 2 + i) + (9k − 2− i)

)
i=1,...,(3k−1)

=

= 6k ×
(
(6k − 1) + (9k − 2)

)
+
(
(6k − 1 + i) + (9k − 2− i)

)
i=1,...,3k−2

2.9. Îòâåò. 18k−4
63k−15 .

Îöåíêà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Ïóñòü 4
5
< m

n
< 1; òîãäà f(m,n) ≤ 2 · m

n
− 4

3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 2 · m
n
− 4

3
≥ m

3n
è 2 · m

n
− 4

3
≥

1
4
, òàê ÷òî âñå òîðòû ñîäåðæàò äâà èëè òðè êóñêà è âñå ëþäè èìåþò ïî äâà êóñêà. ×èñëî

äâóõêóñî÷íûõ òîðòîâ ðàâíî 3m − 2n, ÷èñëî òðåõêóñî÷íûõ òîðòîâ ðàâíî 2n − 2m. Âîçìîæíû

äâà âàðèàíòà.

1) Äîïóñòèì, ÷òî êîìó-òî äîñòàëèñü äâà êóñêà ñ äâóõêóñî÷íûõ òîðòîâ. Òîãäà îñòàþùèåñÿ

äâà êóñêà ýòèõ òîðòîâ âåñÿò â ñóììå 2−m
n
, à îäèí èç ýòèõ êóñêîâ íå ìåíüøå ÷åì 1− m

2n
. Ïîýòîìó

äîïîëíèòåëüíûé äî ïîðöèè êóñîê íå áîëüøå ÷åì

m

n
−
(
1− m

2n

)
< 2 · m

n
− 4

3
.

2) Ëþáîé êóñîê èç äâóõêóñî÷íîãî òîðòà äîïîëíÿåòñÿ êóñêîì èç òðåõêóñî÷íîãî òîðòà. Ïóñòü

x � âåñ ìèíèìàëüíîãî êóñêà. Òîãäà m
n
− x � ýòî ìàêñèìàëüíûé âåñ. Âîçüìåì íåêîòîðûé êóñîê

A èç äâóõêóñî÷íîãî òîðòà, òîãäà A ≥ 1−m
n
+x. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíûé êóñîê ìîæíî îöåíèòü

êàê m
n
−A ≤ 2m

n
− 1− x. Èç m

n
> 4

5
ñëåäóåò, ÷òî äâóõêóñî÷íûõ òîðòîâ áîëüøå, ÷åì òðåõêóñî÷-

íûõ. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òðåõêóñî÷íûé òîðò, âñå êóñêè êîòîðîãî äîïîëíÿþò äî ïîðöèé êóñêè èç

äâóõêóñî÷íûõ òîðòîâ. Ïîýòîìó êàæäûé èç òðåõ êóñêîâ òîðòîâ íå áîëüøå ÷åì 2m
n
− 1− x è

3

(
2 · m

n
− 1− x

)
≤ 1⇔ x ≤ 2

m

n
− 4

3
.

Ïðèìåð. Òîðò âåñèò 63k − 15, ïîðöèÿ ÷åëîâåêà 51k − 12, ìèíèìàëüíûé âåñ êóñêà 18k − 4.

(17k − 4)× (63k − 15) = 2k ×
(
3 · (21k − 5)

)
+ 6k ×

(
(33k − 8) + (30k − 7)

)
+

+
(
(33k−10−i)+(30k−7+i)

)
i=1,...,3k−2

+2×
(
(18k−3+i)+(27k−6−i)+(18k−4)

)
i=1,...,3k−1

=

= 6k ×
(
(21k − 5) + (30k − 7)

)
+ 6k ×

(
(33k − 8) + (18k − 4)

)
+

2×
(
(18k − 4 + i) + (33k − 8− i)

)
i=1,...,3k−2

+
(
(24k − 6 + i) + (27k − 6− i)

)
i=1,...,3k−1

=

= (21k − 5)× (51k − 12).

Ñåðèéíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå î òðåòè.

3.13. à) Åñëè n = 2m, òî f(m, 2m) = 1
2
; ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m

n
< 1

2 . Ïóñòü

âåñ êàæäîãî òîðòà � 8n, òîãäà êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷èò ïî 8m.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû 8mn è ðàçäåëèì åãî êðàñíûìè òî÷êàìè íàm îäèíàêîâûõ îòðåç-

êîâ (òîðòîâ). Ìû áóäåì ïî î÷åðåäè îòðåçàòü êóñêè ñ ëåâîãî êðàÿ îñòàâøåãîñÿ îòðåçêà. Îòðåæåì

ñíà÷àëà íåñêîëüêî îòðåçêîâ ïî 4m, ïîêà îñòàòîê òîðòà íå îêàæåòñÿ (íåñòðîãî) ìåæäó 6m è 10m.
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Äàëåå, ðàçäåëèì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü íà äâà ðàâíûõ îòðåçêà (ïîëó÷èì äâà êóñêà ðàçìåðà îò 3m
äî 5m), à îò íà÷àëà ñëåäóþùåãî òîðòà îòðåæåì äâà îòðåçêà, äîïîëíÿþùèõ òîëüêî ÷òî îòðåçàí-

íûå äî 8m. Â ðåçóëüòàòå, îò ñëåäóþùåãî îòðåçêà ìû çàáðàëè íå áîëåå 10m, è îñòàòîê íå ìåíüøå

8n− 10m ≥ 6m. Òîãäà ìû ìîæåì ïîâòîðÿòü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà íå ïðèä¼ì ê ïîñëåäíåìó òîðòó.

Ïîñêîëüêó âñå îòðåçàííûå êóñêè ãðóïïèðóþòñÿ â ïàðû îáùåé äëèíû 8m, à äëèíà âñåãî îòðåç-

êà ðàâíà 8mn, ïîñëåäíèé òîðò çàêîí÷èòñÿ äâóìÿ êóñêàìè ðàçìåðà 4m. Òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå

êóñêîâ ìåæäó ëþäüìè î÷åâèäíî.

Äàëåå ìû íàõîäèì òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ. Äëÿ ýòîãî â êà÷å-

ñòâå ëåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ çàäà÷à 4.1.

4.1. à), á) Îòâåò. m
n
∈
[

1
k−1 , 1

)
∪
{

v
(k−1)v+1

}
v=1,2,...

.

Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà ïîäòâåðæäàþùåãî îòâåò. Áóäåì äåéñòâîâàòü òàêæå êàê è â òåîðåìå î

òðåòè. Ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû m. Ðàçäåëèì åãî êðàñíûìè òî÷êàìè íà m ðàâíûõ ÷àñòåé è

ñèíèìè òî÷êàìè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé (íåêîòîðûå òî÷êè ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû â îáà öâåòà).

Îòðåçêè ñ êðàñíûìè ñîîòâåòñòâóþò òîðòàì. Ðàçðåæåì òîðòû ïî âñåì ñèíèì òî÷êàì. Äîêàæåì,

÷òî ïîëó÷åíî òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè êóñêè ìîæíî ðàçäàòü ëþäÿì: êàæäîìó

÷åëîâåêó ìîæíî äàòü êóñêè òîðòîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ñèíèìè òî÷êàìè. Áîëåå òîãî, êàæäûé

÷åëîâåê ïîëó÷èë íå áîëåå ÷åì ïî äâà êóñêà, òàê êàê êàæäûé ïîëó÷èâøèéñÿ îòðåçîê ñîäåðæèò

íå áîëåå îäíîé êðàñíîé òî÷êè. Äîêàæåì, ÷òî êàæäûé òîðò ðàçðåçàí íå áîëåå ÷åì íà k ÷àñòåé.

Åñëè m
n

> 1
k−1 , òî êàæäûé òîðò ðàçðåçàí íå áîëåå ÷åì íà k − 2 ïîëíûõ ÷àñòåé è íå áîëåå

÷åì íà äâå ÷àñòè, ìåíüøèå m
n
� âñåãî íå áîëåå ÷åì íà k ÷àñòåé. Äëÿ m

n
= 1

k−1 óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíî. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî m
n

= v
(k−1)v+1

. Ðàññìîòðèì k ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèíèõ

òî÷åê. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâîé è ïîñëåäíåé ðàâíî
(k−1)v

(k−1)v+1
è èõ êîîðäèíàòû � ýòî äðîáè ñî

çíàìåíàòåëåì (k − 1)v + 1. Ñëåäîâàòåëüíî òîðò ñîäåðæèò âñå ýòè k òî÷åê òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ åãî êîíöîì. Ýòî îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî òîðò ðàçðåçàí íå áîëåå

÷åì íà k ÷àñòåé.

Äîêàæåì, ÷òî â äðóãèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå íåâîçìîæíî. Áóäåì íàçûâàòü ÷åëî-

âåêà ãîëîäíûì, åñëè îí ïîëó÷èë 2 êóñêà. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò

òîðòû, à ð¼áðàì � ãîëîäíûå ëþäè, ïðè÷¼ì êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâà êóñêà, êîòîðûå ïîëó-

÷èë ñîîòâåòñòâóþùèé ãîëîäíûé ÷åëîâåê. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ýòîãî

ãðàôà; ïóñòü v è e � êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà e ≥ v − 1.
Ýòè v òîðòîâ ñîäåðæàò íå áîëåå kv êóñêîâ, 2e èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ãîëîäíûì ëþäÿì.

Ýòè êóñêè ìîãóò áûòü ïåðåðàñïðåäåëåíû â öåëûå ÷àñòè (à èìåííî, e ÷àñòåé èç äâóõ êóñêîâ

êàæäàÿ è, ñêàæåì, t ÷àñòåé èç îäíîãî êóñêà). Òîãäà t ≤ kv− 2e. Ñðàâíèâàÿ îáùèé âåñ v òîðòîâ

è e+ t ëþäåé ïîëó÷àåì, ÷òî n
m

= e+t
v
≤ kv−e

v
= k− e

v . Åñëè e ≥ v, òî n
m
≤ k− 1. Èíà÷å e = v− 1

è ñëåäîâàòåëüíî n
m

=
v(k−1)+1

v
.

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Åñëè óáðàòü óñëîâèå m < n, îòâåò èçìåíèòñÿ íå ñèëüíî. Âî-ïåðâûõ

íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â íåãî 1; òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî m > n. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ëþäè

ãîëîäíûå, ïîòîìó ÷òî ÷àñòü òîðòà, êîòîðàÿ äîñòà¼òñÿ ÷åëîâåêó áîëüøå ñàìîãî òîðòà. Êàæäàÿ

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò äåëåíèþ v òîðòîâ ìåæäó e ëþäüìè, ñëåäîâàòåëüíî

1 < m
n

= v
e
. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå e = v−1. Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé

v è e ïðèìåð ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàêîé îòâåò

m

n
∈
[

1

k − 1
, 1

⌋
∪
{

v

(k − 1)v + 1

}
v=1,2,...

∪
{
e+ 1

e

}
e=1,2,...

.

â) Îòâåò. m
n
∈
[

1
k−1 ,

2
k−1

⌋
∪
{

v
(k−1)v+1

}
v=1,2,...

.

Ðåøåíèå îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

3.4. à) Êàê îáû÷íî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò íå ìåíåå äâóõ êóñêîâ.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî êóñêîâ íå ìåíåå 2n > 3m. Ñëåäîâàòåëüíî êàêîé-òî òîðò ðàçðåçàåòñÿ ïî

êðàéíåé ìåðå íà ÷åòûðå êóñêà, îäèí èç êîòîðûõ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1
4
.
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á) Îòâåò. m
n
∈
[
5
8
, 2
3

)
∪
{
5k+2
8k+4

}
k=1,2,...

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(m,n) = 1
4
; òîãäà f(m,n) > m

3n
, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæ-

äûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò ðîâíî 2 êóñêà. Äàëåå, êàæäûé êóñîê íå ìåíåå 1
4
è íå áîëåå

d =
m

n
− 1

4

(èíà÷å äðóãîé êóñîê, ïðèíàäëåæàùèé ÷åëîâåêó ñ êóñêîì âåñà d áóäåò ìåíüøå, ÷åì 1
4
). Ñëåäî-

âàòåëüíî êàæäûé òîðò ñîäåðæèò íå ìåíåå òð¼õ êóñêîâ (èíà÷å íàéä¼òñÿ êóñîê ñ âåñîì 1
2
> d) è

íå áîëåå 4 êóñêîâ (èíà÷å íàéä¼òñÿ êóñîê, ìåíüøèé 1
5
). Èòàê ó íàñ åñòü áîãàòûå òîðòû, êîòîðûå

ðàçðåçàþòñÿ íà 4 ÷àñòè è îáû÷íûå òîðòû, êîòîðûå ðàçðåçàþòñÿ íà 3 ÷àñòè. Êîëè÷åñòâî áîãàòûõ

è îáû÷íûõ òîðòîâ ðàâíî

f = 2n− 3m and u = 4m− 2n

ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê u ≥ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî m
n

> 1
2
.

Êàæäûé áîãàòûé òîðò äîëæåí áûòü ðàçðåçàí íà ðàâíûå ÷àñòè, êîòîðûå îòäàþòñÿ 4f ëþäÿì

è âòîðîé êóñîê ó êàæäîãî òàêîãî ÷åëîâåêà âåñèò d. Âñå îñòàâøèåñÿ ëþäè ïîëó÷àþò îáà ñâîèõ

êóñêà îò îáû÷íûõ òîðòîâ; áóäåì íàçûâàòü òàêèõ ëþäåé îáû÷íûìè. Ïîëó÷àåòñÿ

s = n− 4f = 12m− 7n

îáû÷íûõ ëþäåé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äåëåíèå îòðèöàòåëüíûõ ¾òîðòîâ¿; îíî ñîîòâåòñòâóåò

îáû÷íûì òîðòàì è ëþäÿì. Äàâàéòå âû÷òåì 1
4
èç êàæäîãî êóñêà áîãàòîãî òîðòà è d èç êàæäîãî

êóñêà îáû÷íîãî òîðòà. Çàáóäåì íà íåêîòîðîå âðåìÿ ïðî íóëåâûå êóñêè. Òîãäà â íîâîì ðàçäå-

ëåíèè âñå íåîáû÷íûå ëþäè è âñå íå áîãàòûå òîðòû èñ÷åçíóò. Êàæäûé îáû÷íûé ¾òîðò¿ òåïåðü

ðàçäåëåí íå áîëåå ÷åì íà òðè îòðèöàòåëüíûõ ¾êóñêà¿ îäèíàêîâîãî îáùåãî âåñà, à êàæäûé

îáû÷íûé ÷åëîâåê èìååò íå áîëåå ÷åì äâà íåïîëîæèòåëüíûõ ¾êóñêà¿ îäèíàêîâîãî îáùåãî âåñà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü âñå ïîëó÷åííûå âåñà ñ îáðàòíûì çíàêîì, òî ìû ïîïàä¼ì â ñèòóàöèþ

çàäà÷è 4.1à) (áåç óñëîâèÿ m < n).
Îáðàòíî, îò äåëåíèÿ ýòèõ äåôèöèòîâ ëåãêî ïîëó÷èòü ðàçäåëåíèå èñõîäíûõ òîðòîâ. Áóäåì

ðåçàòü íàñòîÿùèå òîðòû íà òðè ÷àñòè ñî ñëåäóþùèìè äåôèöèòàìè (åñëè íîâûé ¾òîðò¿ áûë

ðàçäåëåí íà îäíó èëè äâå ÷àñòè, òî îñòàâøèåñÿ êóñêè íå äîëæíû èìåòü äåôèöèò, òî åñòü îíè

äîëæíû âåñèòü ïî d). Ïðî ëþäåé: åñëè êòî-òî èìååò äâà äåôèöèòà, òî ìû äà¼ì åìó äâà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ êóñêà; èíà÷å îí ïîëó÷àåò îäèí êóñîê, ñîîòâåòñòâóþùèé äåôèöèòó è åùå îäèí êóñîê

ñ íóëåâûì äåôèöèòîì. Â ðåçóëüòàòå âñå îñòàâøèåñÿ êóñêè ñ íóëåâûì äåôèöèòîì ðàçáèâàþòñÿ

íà ïàðû ñ êóñêàìè áîãàòûõ òîðòîâ.

Èòàê, äåëåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u
s
= 4m−2n

12m−7n ∈
[
1
2
, 1
)
∪
{

k
2k+1

}
∪{

k+1
k

}
∪{∞} (ìû èñïîëüçóåì çàìå÷àíèå ïîñëå 4.1á)); òàêæå ìû äîëæíû äîáàâèòü âûðîæäåííûé

ñëó÷àé s = 0). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî m
n

< 2
3
, ïîëó÷àåì, ÷òî m

n
∈
[
5
8
, 2
3

)
∪
{
5k+2
8k+4

}
k=1,2,...

.

3.5. Îòâåò. m
n
∈
[
2k−1
k2−1 ,

2
k

)
∪
{

d(2k−1)+2
d(k2−1)+k+1

}
d=1,2,...

.

Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî 3.4á).

3.6. à) Ïî 3.2á), f(m,n) ≤ m
n
− 1

3
. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â ïóíêòå á).

á) Îòâåò. m
n
∈
(
1
2
, 5
9

]
∪
{
5k+2
9k+3

}
k=0,1,2,...

.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî f(m,n) ≥ m
3n

> m
n
− 1

3
ïðè m

n
< 1

2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(m,n) ≤

m
2n

< m
n
− 1

3
ïðè m

n
> 2

3
. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ èíòåðâàëîì

(
1
2
, 2
3

)
(ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà íå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, à ïðàâûé óäîâëåòâîðÿåò).
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Ïðèâåä¼ì òóò íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà, îíî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî çàäà÷è 3.4á). Äî-

êàæåì, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷èò 2 êóñêà è âåñà êóñêîâ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó
[
1
3
, d
]
ãäå

d = m
n
− 1

3
. Èìååì f = 2n− 3m áîãàòûõ òîðòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàçðåçàåòñÿ íà 4 ÷àñòè è

u = 4m − 2n îáû÷íûõ òîðòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàçðåçàåòñÿ íà 3 ÷àñòè. Êàæäûé îáû÷íûé

òîðò äîëæåí ðàçðåçàòüñÿ íà îäèíàêîâûå êóñêè, êîòîðûå äîñòàþòñÿ 3u ëþäÿì, ïðè÷¼ì âòîðîé

êóñîê ó êàæäîãî òàêîãî ÷åëîâåêà âåñèò d, à âñå îñòàëüíûå s = n− 3u = 7n− 12m îáû÷íûå ëþäè

ïîëó÷àþò îáà êóñêà èç áîãàòûõ òîðòîâ. Çàìåòèì, ÷òî m
n

> 1
2
âëå÷¼ò f

s
≥ 1

2
.

Òåïåðü âû÷òåì 1
3
èç êàæäîãî êóñêà îáû÷íîãî òîðòà è d èç êàæäîãî èç îñòàëüíûõ êóñêîâ

ìû ïîëó÷èì ðàçáèåíèå îñòàâøèõñÿ f íåîòðèöàòåëüíûõ ¾òîðòîâ¿ ìåæäó s îáû÷íûìè ëþäüìè.
Åäèíñòâåííîå îñòàâøååñÿ óñëîâèå, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê äîëæåí ïîëó÷èòü íå áîëåå äâóõ êóñêîâ,

à êàæäûé ¾òîðò¿ äîëæåí áûòü ðàçðåçàí íå áîëåå ÷åì íà 4 ÷àñòè. Ýòî óñëîâèå ñîáëþäàåòñÿ è ìû

ìîæåì âîññòàíîâèòü ðàçáèåíèå îáû÷íûõ òîðòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî 4.1á) (âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì

ïîñëå íåãî), äëÿ f
s

> 1
2
òðåáóåìîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f

s
∈[

1
2
, 1
]
∪
{
v+1
v

}
∪ {∞} èç ÷åãî ñëåäóåò îòâåò.

3.7. Îòâåò. m
n
∈
(

2
k+1

, 2k−1
k2

]
∪
{
d(2k−1)+2

dk2+k

}
d=1,2,...

.

Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî 3.6á).

3.8. ×àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 3.5.

Èäåè ðåøåíèÿ çàäà÷è 3.9 ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Íåðàâíûå òîðòû

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç bxc è dxe îáîçíà÷àþòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x, è
íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå x, ñîîòâåòñòâåííî.

4.2. à) Îòâåò. 3
N
, åñëè 3

∣∣ N ; max
{

3
N
− 1
b2N/3c ,

1
d2N/3e

}
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè 3
∣∣ N , òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûì áóäåò ðàçðåçàíèå òîðòîâ íà êóñêè ïî 3

N
êàæäûé.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 3 6
∣∣ N . Òîãäà êòî-òî äîëæåí ïîëó÷èòü íå ìåíåå äâóõ êóñêîâ,

ïîýòîìó îòâåò íå ïðåâûøàåò 3
2N

, è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà êóñêà.

Äàëåå, ìåíüøèé òîðò ðàçäåëåí èëè íà ≤ b2N/3c ÷àñòåé, èëè íà ≥ d2N/3e ÷àñòåé (äëÿ N = 2
îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé). Â ïåðâîì ñëó÷àå, îäèí èç ýòèõ êóñêîâ äîëæåí áûòü

≥ 1
b2N/3c , ïîýòîìó åãî äîïîëíåíèå (äëÿ ÷åëîâåêà) ≤ 3

N
− 1
b2N/3c . Âî âòîðîì ñëó÷àå, ìåíüøèé

òîðò ñîäåðæèò êóñîê, êîòîðûé ≤ 1
d2N/3e . Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé âåñ íå ïðåâûøàåò

õîòÿ áû îäíîãî èç ÷èñåë 3
N
− 1
b2N/3c è

1
d2N/3e , ò.å. íå ïðåâûøàåò D = max

{
3
N
− 1
b2N/3c ,

1
d2N/3e

}
.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì D. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî D = 3
N
−

1
b2N/3c . Ðàçäåëèì ìåíüøèé òîðò íà êóñêè âåñà 1

b2N/3c ≥ D, âûðåæåì òî æå ñàìîå ÷èñëî êóñêîâ

âåñà D êàæäûé èç áîëüøåãî òîðòà è ðàçäåëèì âñå îñòàëüíîå íà öåëûå ïîðöèè. Î÷åâèäíî, òàêîå

ðàçäåëåíèå ïîäõîäèò. Âî-âòîðîì ñëó÷àå, ïðèìåð ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî D = 3
N
− 1
b2N/3c åñëè N = 3k + 2, è D = 1

d2N/3e â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

á) Îòâåò. 7
N
, åñëè 7

∣∣ N ; max
{

7
N
− 2
b4N/7c ,

2
d4N/7e

}
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîäñêàçûâàåò, êàê ðàáîòàåò îáùèé àëãîðèòì. Íàì íóæíî ââåñòè íåêî-

òîðûå

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðãðàô � ýòî ïàðà (V,E), ãäå V �

ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî (ãèïåð)ðåáåð, ò.å. íåêîòîðûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ â
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V . Ãèïåðãðàô îäíîðîäåí, åñëè âñå åãî ðåáðà èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáîãî

ãèïåðãðàôà G = (V,E) ìû ìîæåì ïîñòðîèòü åãî ïîäëåæàùèé ãðàô G′ = (V,E′) ñ òåì æå ñà-

ìûì ìíîæåñòâîì âåðøèí, â êîòîðîì ñîåäèíåíû ðåáðîì êàæäûå äâå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå

îäíîìó ãèïåððåáðó G. Ãèïåðãðàô ñâÿçåí, åñëè åãî ïîäëåæàùèé ãðàô ñâÿçåí.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [b : c] ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: ó íàñ åñòü òîðò âåñà

b, êîòîðûé íóæíî ðàçäåëèòü íà c ÷àñòåé. Òàê, çàïèñü 2 × [4 : 3] + 3 × [7 : 4] áóäåò îáîçíà÷àòü

íàáîð èç äâóõ òîðòîâ âåñà 4, êàæäûé èç êîòîðûõ ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè, è òðåõ òîðòîâ

âåñà 7, êàæäûé èç êîòîðûõ ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ÷àñòè.

4.4. à) Îòâåò. 49
6
.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, èìååì [59 : 4] + [89 : 6] + 2× [41 : 5]. Îäèí èç êóñêîâ â òîðòå [89 : 6]

íå ìåíüøå 89
6
; åãî äîïîëíåíèå íå áîëüøå 49

6
. Îñòàëîñü ïðåäúÿâèòü ïðèìåð:(

4 · 59
4

)
+

(
6 · 89

6

)
+ 2×

(
3 · 49

6
+ 2 · 33

4

)
= 4×

(
59

4
+

33

4

)
+ 6×

(
89

6
+

49

6

)
.

á) Îòâåò. 49
6
. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, èìååì 2× [41 : 5]+3× [35 : 4]+11× [29 : 2]. Ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî òîðòû âåñà 29 ìàëåíüêèå, à îñòàëüíûå áîëüøèå. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê

äîëæåí ïîëó÷èòü äâà êóñêà ñ îáùèì âåñîì 23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé êóñîê âåñèò íå ìåíåå

÷åì 49
6
; òîãäà êàæäûé êóñîê äîëæåí áûòü íå áîëåå ÷åì 23− 49

6
= 89

6
.

Åñëè ÷åëîâåê ïîëó÷àåò äâà êóñêà èç ìàëåíüêèõ òîðòîâ (êîíå÷íî, ýòè äâà òîðòà ðàçëè÷íû),

òî ñðåäíèé âåñ îñòàâøèõñÿ äâóõ êóñêîâ â ýòèõ òîðòàõ 2·29−23
2

> 89
6
, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó

âñå 22 êóñêà ìàëåíüêèõ òîðòîâ ïîïàäàþò ê ðàçíûì ëþäÿì, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êóñêè èç

áîëüøèõ òîðòîâ òàêæå ïîïàäàþò ê ðàçíûì ëþäÿì.

Òåïåðü äàâàéòå íàçîâåì òîðòû âåñà 41 áîãàòûìè, à òîðòû âåñà 35 îáû÷íûìè. Ïîñòðîèì ãè-

ïåðãðàô ñ ìàëåíüêèìè òîðòàìè â êà÷åñòâå âåðøèí; êàæäîå ðåáðî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îáû÷-

íîìó òîðòó è ñîñòîÿòü èç âñåõ ìàëåíüêèõ òîðòîâ, ñîäåðæàùèõ äîïîëíåíèÿ (äëÿ ëþäåé) ê êóñêàì

èç ýòîãî îáû÷íîãî òîðòà. Ýòîò ãèïåðãðàô ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû.

Òåïåðü äàâàéòå óäàëèì âñå êóñêè îáû÷íûõ òîðòîâ è èõ äîïîëíåíèÿ â ìàëåíüêèõ òîðòàõ. Äà-

ëåå, ìû ñêëåèì îñòàâøèåñÿ êóñêè êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû â îäèí íîâûé ¾òîðò¿. Ïîñ÷èòàåì

÷èñëî êóñêîâ è âåñ ýòîãî ¾òîðòà¿.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòà ñîäåðæèò v âåðøèí è e ðåáåð. Èç-çà êàæäîãî ðåáðà ìû

óäàëèëè 4 êóñêà îáùåãî âåñà 4 · 23− 35 = 57; ïîýòîìó ÷èñëî êóñêîâ â íàøåé êîìïîíåíòå óìåíü-

øèëîñü íà 4e, à èõ îáùèé âåñ � 57e. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíèé âåñ îñòàâøèõñÿ êóñêîâ ðàâåí
29v−57e
2v−4e , ÷òî äîëæíî áûòü ≤ 89

6 , ÷òî ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê 2v ≥ 7e. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê

êîìïîíåíòà ñâÿçíàÿ, ìû èìååì v ≤ 3e + 1. Äâà ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî

åñëè ïàðà (v, e) � èëè (4, 1), èëè (7, 2). Ñëåäîâàòåëüíî, íàø ãèïåðãðàô äîëæåí ñîäåðæàòü îäíó

êîìïîíåíòó òèïà (4, 1) è îäíó òèïà (7, 2). Â ïîñëåäíåé êîìïîíåíòå, îäèí èç êóñêîâ áóäåò íå

ìåíüøå, ÷åì 7·29−2·57
14−8 = 89

6
, ÷òî äàåò æåëàåìóþ îöåíêó.

Íî èç ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðèìåð! Èìåííî, èç êîìïîíåíòû òèïà (4, 1) ìû
ïîëó÷èëè ¾òîðò¿ èç 4 êóñêîâ ñ îáùèì âåñîì 4 · 29 − 57 = 59, à èç îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòû ìû

ïîëó÷àåì ¾òîðò¿ èç 6 êóñêîâ ñ îáùèì âåñîì 7 · 29− 2 · 57 = 89. Òàêæå ó íàñ îñòàëîñü 2× [41 : 5].
Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê ñèòóàöèè 4.4à) è ïîýòîìó ìîæåì âçÿòü ðàçáèåíèå èç òîãî ïðèìåðà

è íàéòè âåñà óäàëåííûõ êóñêîâ. Ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåð

11× 29 + 2× 41 + 3× 35 = 4×
(
59

4
+

57

4

)
+ 6×

(
89

6
+

85

6

)
+

(
2 · 29

2

)
+

+ 2×
(
3 · 49

6
+ 2 · 33

4

)
+

(
4 · 35

4

)
+ 2×

(
3 · 53

6
+

17

2

)
=

= 4×
(
59

4
+

33

4

)
+ 6×

(
89

6
+

49

6

)
+ 4×

(
57

4
+

35

4

)
+ 6×

(
85

6
+

53

6

)
+ 2×

(
29

2
+

17

2

)
.

â) Îòâåò. 49
138

= 1
23
· 49
6
(ìîãëè áû äîãàäàòüñÿ?).
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Óìíîæèì âñå âåñà íà 29. Êàê îáû÷íî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò

ðîâíî äâà êóñêà, è ÷òî êàæäûé òîðò ðàçäåëåí èëè íà äâå, èëè íà òðè ÷àñòè. Òîãäà êîëè÷åñòâà

òîðòîâ îáîèõ òèïîâ ìîæíî íàéòè, è ìû ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè 12 × [29 : 3] + 11 × [29 : 2].
Áóäåì íàçûâàòü òîðòû ñ òðåìÿ êóñêàìè áîãàòûìè, à îñòàëüíûå îáû÷íûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

êàæäûé êóñîê âåñèò íå ìåíåå ÷åì 49
6
; òîãäà êàæäûé êóñîê äîëæåí áûòü òàêæå íå áîëåå ÷åì

23− 49
6

= 89
6
.

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è âûøå, íèêòî èç ëþäåé íå ïîëó÷èò äâóõ êóñêîâ èç îáû÷íîãî

òîðòà. Ïîýòîìó âñå 22 êóñêà îáû÷íûõ òîðòîâ äîñòàíóòñÿ ðàçëè÷íûì ëþäÿì, à èõ äîïîëíåíèÿ

ëåæàò â áîãàòûõ òîðòàõ. Îñòàâøèåñÿ 14 êóñêîâ áîãàòûõ òîðòîâ äîñòàíóòñÿ 7 îñòàâøèìñÿ ëþ-

äÿì; áóäåì íàçûâàòü ýòèõ ëþäåé áîãàòûìè. Òåïåðü ìû ïîñòðîèì ãðàô ñ áîãàòûìè òîðòàìè

â êà÷åñòâå âåðøèí; êàæäîå ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò áîãàòîìó ÷åëîâåêó è ñîåäèíÿåò äâà áîãàòûõ

òîðòà, ñîäåðæàùèõ êóñêè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ÷åëîâåêó. Ýòîò ãðàô ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå 5 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Òåïåðü óäàëèì âñå êóñêè áîãàòûõ ëþäåé. Äàëåå, ìû ñêëåèì îñòàâøèåñÿ êóñêè êàæäîé ñâÿç-

íîé êîìïîíåíòû â îäèí íîâûé ¾òîðò¿. Äàâàéòå íàéäåì ÷èñëî êóñêîâ è âåñ ýòîãî ¾òîðòà¿.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòà ñîäåðæèò v âåðøèí è e ðåáåð (òîãäà v ≤ e + 1). Èç-çà
êàæäîãî ðåáðà ìû óäàëèëè 2 êóñêà ñ îáùèì âåñîì 23; ïîýòîìó ÷èñëî êóñêîâ, óäàëåííûõ èç

íàøåé êîìïîíåíòû, ðàâíî 2e, à èõ îáùèé âåñ � 23e. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíèé âåñ îñòàâøèõñÿ

êóñêîâ ðàâåí 29v−23e
3v−2e , ÷òî äîëæíî áûòü ≥ 49

6 ; ýòî íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê 27v ≥ 40e.

Ýòî íåâîçìîæíî, åñëè v ≤ e, ïîýòîìó ìû èìååì v = e + 1 è, çíà÷èò, 27 ≤ 13e èëè e ≤ 2.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà � äåðåâî (ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðîâíî ïÿòü) è èìååò

ìàêñèìóì äâà ðåáðà.

Â ñàìîì ¾ðåãóëÿðíîì¿ ñëó÷àå åñòü äâå êîìïîíåíòû ñ äâóìÿ ðåáðàìè è òðè êîìïîíåíòû ñ

îäíèì ðåáðîì; òîãäà ïîëó÷åííûå íîâûå ¾òîðòû¿ áóäóò èìåòü âèä 2 × [41 : 5] + 3 × [35 : 4]. Ïî

4.4á), îòâåò áóäåò íå áîëåå ÷åì 49
6
.

Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà, òî åñòü âñå òðè êóñêà ýòîãî

òîðòà ñïàðåíû (â ïîðöèè) ñ êóñêàìè èç îáû÷íûõ òîðòîâ. Ðàññìîòðèì ýòè òðè äîïîëíåíèÿ è

âîçüìåì òðè îáû÷íûõ òîðòà, ñîäåðæàùèõ èõ. Ñðåäíåå òðåõ îñòàâøèõñÿ êóñêîâ ýòèõ òîðòîâ

åñòü 4·29−3·23
3

> 89
6
, ÷òî íåâîçìîæíî. Îöåíêà äîêàçàíà.

Ïðèìåð ìîæåò áûòü ñíîâà ïîëó÷åí èç ïðèìåðà äëÿ 4.4á) äîáàâëåíèåì óäàëåííûõ êóñêîâ:

11× 29 + 12× 29 = 4×
(
59

4
+

57

4

)
+ 6×

(
89

6
+

85

6

)
+

(
2 · 29

2

)
+

+ 4×
(
49

6
+

33

4
+

151

12

)
+ 2×

(
49

6
+ 2 · 125

12

)
+

+ 2×
(
2 · 35

4
+

23

2

)
+ 2×

(
2 · 53

6
+

34

3

)
+ 2×

(
53

6
+

17

2
+

35

3

)
=

= 4×
(
59

4
+

33

4

)
+ 6×

(
89

6
+

49

6

)
+ 4×

(
57

4
+

35

4

)
+ 6×

(
85

6
+

53

6

)
+

+ 2×
(
29

2
+

17

2

)
+ 4×

(
151

12
+

125

12

)
+

(
2 · 23

2

)
+ 2×

(
34

3
+

35

3

)
.

3.9. à) Îòâåò. 5
4
· m
n
− 1

2
.

Äîêàæåì ñíà÷àëà âåðõíþþ îöåíêó. Êàê îáû÷íî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ïî

äâà êóñêà, êàæäûé òîðò ðàçáèò íà 3 èëè 4 ÷àñòè, è åñòü u = 4m−2n îáû÷íûõ òîðòîâ ïî 3 ÷àñòè â

êàæäîì è f = 2n− 3m áîãàòûõ òîðòîâ èç 4 ÷àñòåé. Ïîñêîëüêó 4f < n (ýòî ñëåäóåò èç m
n

> 7
12
),

êòî-òî äîëæåí ïîëó÷èòü îáà êóñêà èç îáû÷íûõ òîðòîâ. Ðàññìîòðèì äâà òîðòà, ñîäåðæàùèå

åãî êóñêè; ñðåäíèé âåñ îñòàëüíûõ êóñêîâ ýòèõ òîðòîâ ðàâåí d = 1
4

(
2− m

n

)
, ïîýòîìó îäèí èç

ýòèõ êóñêîâ âåñèò íå ìåíüøå d. À òîãäà åãî äîïîëíåíèå íå òÿæåëåå m
n
− d = 5

4
· m
n
− 1

2
, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåð áóäåò ñëåäîâàòü èç ÷àñòè á).
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á) Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ëèøü ñëó÷àé m
n
∈
(

7
12
, 2
3

)
, êîãäà ïðîõîäèò îöåíêà èç ïóíêòà à).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû óòâåðæäàåì, ÷òî f(m,n) = 5
4
· m
n
− 1

2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m

n
∈(

7
12
, 22
37

]
∪
{
22d−3
37d−2

}
d=1,2,...

; íèæå ïðèâåä¼í íàáðîñîê ðåøåíèÿ.

Óìíîæèì âñå âåñà íà 4n; òîãäà âåñ ìèíèìàëüíîãî êóñêà áóäåò d = 5m − 2n, à âåñ ìàêñè-

ìàëüíîãî � t = 2n−m.

Â íàøåì ñëó÷àå, êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò ïî äâà êóñêà, åñòü f = 2n−3m áîãàòûõ òîðòîâ

ïî 4 êóñêà è u = 4m− 2n îáû÷íûõ òîðòîâ ïî òðè êóñêà. Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äâà êóñêà èç

áîãàòûõ òîðòîâ íå ìîãóò ïîïàñòü îäíîìó ÷åëîâåêó, ïîýòîìó ó 4f ÷åëîâåê ïî îäíîìó êóñêó èç

áîãàòûõ òîðòîâ, à ó îñòàëüíûõ s = n− 4f îáû÷íûõ ëþäåé ïî äâà êóñêà èç îáû÷íûõ òîðòîâ.

Ïîñòðîèì ãðàô G ñ îáû÷íûìè òîðòàìè â êà÷åñòâå âåðøèí, ãäå êàæäîå ðåáðî áóäåò ñî-

åäèíÿòü äâà òîðòà, èç êîòîðûõ âçÿòû êóñêè îäíîãî îáû÷íîãî ÷åëîâåêà. Òåïåðü óäàëèì âñåõ

îáû÷íûõ ëþäåé ñî âñåìè èõ êóñêàìè, è îáúåäèíèì êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè â íîâûé

òîðò. Åñëè â êàêîé-òî êîìïîíåíòå áûëî áîëåå îäíîãî ðåáðà, òî, óäàëÿÿ îáû÷íûõ ëþäåé, ìû

ïîëó÷àåì êóñêè ñî ñðåäíèì âåñîì > d, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü s íîâûõ
òîðòîâ âåñà 8n − 4m = 4t, ñîñòîÿùèå èç 4 êóñêîâ êàæäûé, è u − 2s ñòàðûõ òîðòîâ âåñà 4n,
ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ êóñêîâ êàæäûé. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü íîâûå òîðòû äîëæíû áûòü ðàçäåëåíû

íà ðàâíûå ÷àñòè.

Òåïåðü ìîæíî äåéñòâîâàòü, êàê â 3.4á). Âû÷òåì d èç êàæäîãî îñòàâøåãîñÿ êóñêà îáû÷íîãî

òîðòà, and è t � èç êàæäîãî êóñêà áîãàòîãî òîðòà. Òîãäà íîâûå òîðòû èñ÷åçàþò, âñå ñîõðàíèâ-

øèåñÿ îáû÷íûå òîðòû ñòàíîâÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ¾òîðòàìè¿ èç òð¼õ èëè ìåíåå ÷àñòåé, à âñå

áîãàòûå òîðòû ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè ¾òîðòàìè¿ èç 4 èëè ìåíåå ÷àñòåé. Áåðÿ âñå êóñêè

ïîñëåäíèõ ïî ìîäóëþ, ìû ïðèõîäèì ê òàêîé ïîñòàíîâêå:

Ïóñòü åñòü u−2s ðàâíûõ òîðòîâ, è íàì íàäî ðàçðåçàòü êàæäûé íà íå áîëåå ÷åì 3 ÷àñòè è

ïåðåðàñïðåäåëèòü ïîëó÷åííûå êóñêè â f ãðóïï îäèíàêîâîãî ñóììàðíîãî âåñà, ïðè÷¼ì â êàæäîé

èç ãðóïï äîëæíî áûòü íå áîëüøå 4 êóñêîâ

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî èç ðàçðåçàíèÿ íîâûõ ¾òîðòîâ¿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàçðåçàíèå

(è ðàñïðåäåëåíèå) ñòàðûõ. Çíà÷èò, îñòà¼òñÿ âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ íîâàÿ ïîñòàíîâêà

èìååò ðåøåíèå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü àíàëîãè÷íî 4.1.

Îáùèé àëãîðèòì

Íàêîíåö, ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó îáùåãî àëãîðèòìà íà îäíîì íåòðèâèàëüíîì ïðèìåðå �

à èìåííî, ìû íàéä¼ì çíà÷åíèå f(31, 52).

1.3. ä) Ìû íå áóäåì, êàê â íåêîòîðûõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ñðàçó ïðåäúÿâëÿòü îòâåò, à ïîêà-

æåì, êàê ìîæíî åãî íàéòè, ñ ñàìîãî íà÷àëà.

×àñòü I. Ñïåðâà ìû ïðîäåëàåì íåêèé ñòðàííûé ïðîöåññ; ñàì ïî ñåáå îí íå äà¼ò íè ïðèìåðà,

íè îöåíêè. Îäíàêî îí âûäà¼ò òî÷íûé îòâåò, ïðî êîòîðûé çàòåì ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí

äîñòèæèì è îïòèìàëåí.

Â ïðîöåññå ìû áóäåì äåëàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, êàê äîëæåí âûãëÿäåòü îï-

òèìàëüíûé ïðèìåð. Òàê ÷òî ïîñëå òîãî, êàê ïðèìåð áóäåò ïîñòðîåí, íàì îñòàíåòñÿ óáåäèòüñÿ

â òîì, ÷òî áåç âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ïðåäïîëîæåíèé ïîëó÷àåòñÿ õóäøèé îòâåò. Ìû îòìå÷àåì

ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ áîãàòûì øðèôòîì è íóìåðóåì èõ.

Ïîäãîòîâêà. Óìíîæèì âñå âåñà íà 52. Ïðåäïîëîæèì(1), ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷èë

ïî äâà êóñêà. Ïîñêîëüêó 1
2 < m

n < 2
3 , ìû òàêæå ïðåäïîëîæèì (2), ÷òî êàæäûé òîðò ðàçäåë¼í

íà 3 èëè 4 ÷àñòè. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

11× [52 : 4] + 20× [52 : 3].

Íàçîâ¼ì òîðòû ñ 4 êóñêàìè áîãàòûìè, à îñòàëüíûå � îáû÷íûìè.

Íà÷àëüíûé øàã. Â áîãàòûõ êóñêàõ âñåãî 44 âåðøèíû, ÷òî ìåíüøå êîëè÷åñòâà ëþäåé. Çíà-

÷èò, ìû ïðåäïîëîæèì (3), ÷òî âñå ýòè 44 êóñêà ðàñïðåäåëåíû ïî 44 ðàçíûì ëþäÿì; çíà÷èò,

íàéäóòñÿ ðîâíî 8 ÷åëîâåê, ó êîòîðûõ âñå êóñêè ëåæàò â îáû÷íûõ êóñêàõ. Ðàññìîòðèì ãðàôñ

îáû÷íûìè òîðòàìè â êà÷åñòâå âåðøèí, ð¼áðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì ëþäÿì. Îí

ñîäåðæèò 20 âåðøèí ì 8 ð¼áåð, òàê ÷òî â í¼ì õîòÿ áû 12 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì(4) ÷òî (i) âñå êîìïîíåíòû � ýòî äåðåâüÿ (è ïîýòîìó èõ ðîâíî 12),

è (ii) âñå ð¼áðà ðàñïðåäåëåíû ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïî÷òè ðàâíîìåðíî (òî åñòü ðàçíîñòü ÷èñëà

ï¼áåð â äâóõ êîìïîíåíòàõ íå ïðåâîñõîäèò 1). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîÿâèëîñü 5

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èç 2 âåðøèí, à òàêæå 4 èçîëèðîâàííûõ âåðøèíû. Òîãäà, óäàëÿÿ âñå êóñêè,

ïðèíàäëåæàùèå îáû÷íûì ëþäÿì, è ñêëåèâàÿ êàæäóþ êîìïîíåíòó â îäèí òîðò, ìû ïðèõîäèì ê

ñèòóàöèè

11× [52 : 4] + 8× [73 : 4] + 4× [52 : 3].

Ðåãóëÿðíûé øàã 1. Òåïåðü ó íàñ åñòü 44 ìàëåíüêèõ êóñêà â 11 áîãàòûõ òîðòàõ è 44 áîëüøèõ

êóñêà â îñòàëüíûõ òîðòàõ; ëþáîé ÷åëîâåê äîëæåí ïîëó÷èòü ïî ìàëåíüêîìó è áîëüøîìó êóñêó.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíèé âåñ êóñêà â òîðòå [52 : 3] ìåíüøå, ÷åì â [73 : 4]. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ,

ýòî çíà÷èò, ÷òî íàì íàäî ðàçðåçàòü òîðò [73 : 4] íàñòîëüêî ïîðîâíó, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî.

Ïîýòîìó ìû îòëîæèì ïîêà ýòè òîðòû è çàéì¼ìñÿ îñòàëüíûìè.

Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô ñ áîãàòûìè òîðòàìè â êà÷åñòâå âåðøèí è ð¼áðàìè, ïîñòðîåíû ïî

òîðòàì [52 : 3] (êàæäîå ðåáðî ñîñòîèò èç áîãàòûõ òîðòîâ, ñîäåðæàùèõ äîïîëíåíèÿ êóñêîâ îäíîãî
òîðòà [52 : 3]). Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ãèïåðãðàôå 11 âåðøèí è 4 ðåáðà ìîùíîñòè ≤ 3. Òîãäà
â í¼ì íå ìåíåå 11− 4 · (3− 1) = 3 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Êàê è ðàíüøå, ìû ïðåäïîëàãàåì(5), ÷òî â ýòîì ãèïåðãðàôå (i) â ëþáîé êîìïîíåíòå �

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí, âîçìîæíîå ïðè äàííîì êîëè÷åñòâå ð¼áåð (è ïîýòîìó êîìïî-

íåíò ðîâíî òðè), è (ii) ð¼áðà ðàñïðåäåëåíû ïî êîìïîíåíòàì ïî÷òè ðàâíîìåðíî (ò.å. â ëþáûõ

êîìïîíåíòàõ èõ êîëè÷åñòâî ðàçëè÷àåòñÿ ìàêñèìóì íà 1). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïîëó÷èëèñü äâå êîìïîíåíòû ñ îäíèì ðåáðîì è òðåìÿ âåðøèíàìè, à òàêæå îäíà ñ äâóìÿ ð¼áðà-

ìè è ïÿòüþ âåðøèíàìè. Òåïåðü, óäàëÿÿ âñå êóñêè òîðòîâ [52 : 4] âìåñòå ñ èõ äîïîëíåíèÿìè è

ñêëåèâàÿ êàæäóþ êîìïîíåíòó â îäèí òîðò, ìû ïðèõîäèì ê

2× [105 : 9] + [178 : 14] + 8× [73 : 4].

Ðåãóëÿðíûé øàã 2. Îñòàëèñü 32 áîëüøèõ êóñêà â òîðòàõ 8 × [73 : 4] è 32 ìàëåíüêèõ êóñêà

â îñòàëüíûõ òîðòàõ; êàæäûé äîëæåí ïîëó÷èòü ïî îäíîìó êóñêó êàæäîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî

ñðåäíèé âåñ êóñêà â [105 : 9] áîëüøå, ÷åì â [178 : 14]. Îïÿòü æå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî ðåçàòü
[178 : 14] êàê ìîæíî òî÷íåå, ïîñåìó ìû ðàáîòàåì ñ îñòàëüíûìè.

Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô íà òîðòàõ [73 : 4] êàê íà âåðøèíàõ, ñ ð¼áðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

òîðòàì [105 : 9]. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, ýòîò ãèïåðãðàô ìîæåò îêàçàòüñÿ ñâÿçíûì.

Òîãäà ìû ïðåäïîëàãàåì(6), ÷òî îí ñâÿçåí è ìû ãîòîâû çàâåðøàòü íàø ïðîöåññ. Äåéñòâèòåëü-

íî, äåëàÿ ãðàô ñâÿçíûì, ïîñëå ñòàíäàðòíîãî âûêèäûâàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ

[178 : 14] + [256 : 14],

êîòîðàÿ òðèâèàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëüíûé êóñîê íå ïðåâîñõîäèò 178
14

= 89
7
, è äîáèòüñÿ

òàêîãî çíà÷åíèÿ ëåãêî: ðàçðåçàòü êàæäûé òîðò íà ðàâíûå êóñêè è ðàçäàòü èõ âñåì ëþäÿì

ïîðîâíó. Çàìåòüòå, ÷òî íàøà ïîñëåäíÿÿ îáúÿâëåííàÿ öåëü (ðàçðåçàòü [178 : 14] êàê ìîæíî

òî÷íåå) ñ áëåñêîì âûïîëíåíà.

Èòàê, åñëè âñå íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû, òî ìèíèìàëüíûé êóñîê íå ïðåâîñõîäèò

d = 89
7
.

×àñòü II. Òåïåðü ìû ïîñòðîèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ìèíèìàëüíûé êóñîê ìîæåò

áûòü ðàâåí d. Äëÿ ýòîãî ìû ïîéä¼ì ïî íàøåìó ïðîöåññó â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Íàïîìèíàåì, ÷òî

â êîíöå ìû ïîñòðîèëè ïðèìåð

[178 : 14] + [256 : 14] =

(
14 · 89

7

)
+

(
14 · 128

7

)
.

Ðåãóëÿðíûé øàã 2. Òîðò [256 : 14] ïîëó÷èëñÿ èç 8× [73 : 4] óäàëåíèåì äîïîëíåíèé ê êóñêàì

èç 2× [105 : 9]. Âîññòàíîâèì ýòè êóñêè � íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ¾ìåòîäà îòðåçêîâ¿; ñåé÷àñ ýòîò

ìåòîä ëåãêî ïðèìåíèòü:

8× [73 : 4] + 2× [105 : 9] = 8×
(
3 · 128

7
+

127

7

)
+ 2 ·

(
5 · 89

7
+ 4 · 90

7

)
.
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Ðåãóëÿðíûé øàã 1. Òîðòû 2× [105 : 9] ïîëó÷èëèñü èç 3× [52 : 4]+ 3× [52 : 4] âûêèäûâàíèåì
äîïîëíåíèé ê êóñêàì èç [52 : 3] + [52 : 3]; àíàëîãè÷íî, òîðò [178 : 14] ïîëó÷åí èç äðóãèõ

4 × [52 : 3] âûêèäûâàíèåì äîïîëíåíèé ê êóñêàì èç 2 × [52 : 3]. Òåïåðü ìû âîññòàíîâèì ýòè

òîðòû; ýòî äåëàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñëå òîãî, êàê ìû ñêàæåì, êàê êóñêè èç [105 : 9] è [178 : 14]
ðàçáèâàþòñÿ íà êóñêè â òîðòàõ [52 : 4]. Ñäåëàâ ýòî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

11× [52 : 4] + 4× [52 : 3] = 4×
(
2 · 89

7
+

90

7
+

96

7

)
+ 2×

(
89

7
+ 2 · 90

7
+

95

7

)
+

+ 4×
(
3 · 89

7
+

97

7

)
+ 2×

(
2 · 89

7
+ 2 · 93

7

)
+

+ 2×
(
2 · 121

7
+

122

7

)
+ 2×

(
2 · 120

7
+

124

7

)
.

Íà÷àëüíûé øàã. Íàì îñòàëîñü âîññòàíîâèòü ïîñëåäíèå òîðòû 16 × [52 : 3] èç 8 × [73 : 4]
äîáàâëåíèå äîëåé îáû÷íûõ ëþäåé; ýòî òàêæå ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêè:

16× [52 : 3] = 8×
(
2 · 128

7
+

108

7

)
+ 8×

(
128

7
+

127

7
+

109

7

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåð ïîñòðîåí:

11× [52 : 4] + 20× [52 : 3] = 4×
(
2 · 89

7
+

90

7
+

96

7

)
+ 2×

(
89

7
+ 2 · 90

7
+

95

7

)
+

+ 4×
(
3 · 89

7
+

97

7

)
+ 2×

(
2 · 89

7
+ 2 · 93

7

)
+

+ 2×
(
2 · 121

7
+

122

7

)
+ 2×

(
2 · 120

7
+

124

7

)
+

+ 8×
(
2 · 128

7
+

108

7

)
+ 8×

(
128

7
+

127

7
+

109

7

)
.

×àñòü III. Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî âñå íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ äîëæíû áûëè âûïîë-

íÿòüñÿ. Ýòî íåñëîæíî äåëàåòñÿ òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Îáîçíà÷èì

d = 89
6
, t = 31 − d = 128

7
. Åñëè f(31, 52) > d, òî ðàçìåðû âñåõ êóñêîâ íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå

(d, t).

Ïðåäïîëîæåíèå (1) âûïîëíåíî, èíà÷å íàèìåíüøèé êóñîê íå ïðåâîñõîäèò 31
3

< d.

Ïðåäïîëîæåíèå (2) íåîáõîäèìî, èíà÷å ìû ïîëó÷àåì êóñîê ëèáî ðàçìåðà ≤ 52
5

< d, ëèáî

ðàçìåðà ≥ 31− 52
2

> t.

Ïðåäïîëîæåíèå (3) âåðíî: èíà÷å, ðàññìàòðèâàÿ ÷åëîâåêà ñ äâóìÿ êóñêàìè â äâóõ áîãàòûõ

òîðòàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíèé âåñ îñòàâøèõñÿ 6 êóñêîâ â ýòèõ òîðòàõ ðàâåí 52·2−31
6

< d.

Ïðåäïîëîæåíèå (4): ïóñòü îíî íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà äâà ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Ðàññìîòðèì òðè òîðòà, ó÷àñòâóþùèå â ýòèõ ð¼áðàõ; ñðåäíèé âåñ 5 èõ êóñêîâ, íå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ íàøèì ð¼áðàì, ðàâåí 3·52−2·31
5

> t.

Ïðåäïîëîæåíèå (5) ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê è â 4.4á).

Íàêîíåö,Ïðåäïîëîæåíèå (6) ìîæíî íå ïðîâåðÿòü: ê ýòîìó ìîìêåòó ó íàñ óæå ïîëó÷èëñÿ

òîðò [178 : 14], à çíà÷èò, ìèíèìàëüíûé êóñîê íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 178
14

= d.

Ãîòîâî!

Ïðåäëàãàåì âàì ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü àëãîðèòì ê ïàðàì ñ Èñïûòàòåëüíîãî ïîëèãîíà,

÷òîáû óâèäåòü, êàê îí ðàáîòàåò!
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