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1 Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî çàäà÷, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîì ïðîåêòå. Â êàæäîé

çàäà÷å ïåðâûé ïóíêò � íåñëîæíûé. Îäíàêî ñëîæíîñòü ñëåäóþùèõ áûñòðî ðàñò¼ò, è, íàïðèìåð,

çàäà÷à 1.3ä) � î÷åíü ñëîæíà!

Âíèìàíèå! Åñëè ó âàñ íå ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðûé ïóíêò � ïåðåéäèòå ê ñëåäóþùèì çàäà÷àì!

Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ìîãóò ñèëüíî ïîìî÷ü (íàïðèìåð, î÷åíü ïîëåçíî äîêàçàòü Òåîðåìó

î òðåòè, ñì. çàäà÷ó 3.3á).

1.1. à) Òðè ïèðîæíûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ âåñèò ïî 200 ã, ðàçðåçàëè íà êóñêè. Èçâåñòíî, ÷òî èõ

ìîæíî ðàçäàòü ÷åòûð¼ì äåòÿì òàê, ÷òîáû âñå ïîëó÷èëè ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîé-òî èç

êóñêîâ âåñèò íå áîëüøå 50 ã. Ìîæíî ëè ÷èñëî 50 çàìåíèòü íà ìåíüøåå?

á) ×åòûðå ïèðîæíûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ âåñèò ïî 210 ã, ðàçðåçàëè íà êóñêè. Èçâåñòíî, ÷òî

èõ ìîæíî ðàçäàòü 7 äåòÿì òàê, ÷òîáû âñå ïîëó÷èëè ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîé-òî èç êóñêîâ

âåñèò íå áîëüøå 50 ã. Ìîæíî ëè ÷èñëî 50 çàìåíèòü íà ìåíüøåå?

â) ×åòûðå òîðòà, êàæäûé èç êîòîðûõ âåñèò ïî 3 êã, ðàçðåçàëè íà êóñêè. Èçâåñòíî, ÷òî èõ

ìîæíî ðàçäàòü 25 äåòÿì òàê, ÷òîáû âñå ïîëó÷èëè ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîé-òî èç êóñêîâ

âåñèò íå áîëüøå 230 ã. Ìîæíî ëè ÷èñëî 230 çàìåíèòü íà ìåíüøåå?

1.2. à) Ïÿòü òîðòîâ ìàññû 1 êã íóæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî

ðàçäàòü èõ ïîðîâíó ñåìè ëþäÿì. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé âåñ ìèíèìàëüíîãî êóñêà

â òàêîì ðàçðåçàíèè.

á) Òà æå çàäà÷à äëÿ 7 òîðòîâ è 9 ÷åëîâåê.

1.3. à) Âîñåìü òîðòîâ ìàññû 1 êã íóæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî

ðàçäàòü èõ ïîðîâíó äåâÿòè ëþäÿì. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé âåñ ìèíèìàëüíîãî êóñêà

â òàêîì ðàçðåçàíèè.

á) Òà æå çàäà÷à äëÿ 11 òîðòîâ è 14 ÷åëîâåê.

â) Òà æå çàäà÷à äëÿ 14 òîðòîâ è 17 ÷åëîâåê.

ã) Òà æå çàäà÷à äëÿ 13 òîðòîâ è 16 ÷åëîâåê.

ä) Òà æå çàäà÷à äëÿ 31 òîðòà è 52 ÷åëîâåê.

Âñå ýòè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåé îáùåé ïîñòàíîâêè. (Âåçäå äàëåå âñå

ïàðàìåòðû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.)

Ìåãàçàäà÷à. Åñòü m îäèíàêîâûõ òîðòîâ åäèíè÷íîãî âåñà è n ëþäåé. Òðåáóåòñÿ ðàçðåçàòü

òîðòû íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ðàçäàòü èõ ëþäÿì òàê, ÷òîáû êàæäûé ïîëó÷èë êóñêè îäíîãî è òîãî

æå ñóììàðíîãî âåñà. Ïðè ýòîì íàäî, ÷òîáû ìèíèìàëüíûé âåñ êóñêà áûë êàê ìîæíî áîëüøå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ýòîò íàèáîëüøèé âîçìîæíûé âåñ ìèíèìàëüíîãî êóñêà.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì îòâåò â Ìåãàçàäà÷å ÷åðåç f(m,n).

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ïîñòàíîâêè, ðåøèòü Ìåãàçàäà÷ó â îáùåì âèäå âåñüìà ñëîæíî. Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòåïåííûìè èòåðàöèÿìè âîçìîæíî íàéòè îòâåò äëÿ ¾áîëüøèíñòâà¿ çíà÷åíèé

m è n, íî âñ¼ âðåìÿ íåêîòîðûå îáëàñòè çíà÷åíèé îêàçûâàþòñÿ íåðàçîáðàííûìè.

Âèäèìî, îòâåòà íà Ìåãàçàäà÷ó â çàìêíóòîé ôîðìå íå ñóùåñòâóåò. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî

ïðîåêòà � êàê ìîæíî áëèæå ïîäîéòè ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî Ìåãàçàäà÷ó ïðè

êàæäûõ m è n. Ýòîò àëãîðèòì íå ñôîðìóëèðîâàí â âèäå çàäà÷è, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

ìàÿêîì ïðîåêòà.
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Âíèìàíèå! Åñëè ó âàñ ïîÿâèëñÿ îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ (èëè ÷¼òêèå ïðåäïîëîæåíèÿ î

òîì, êàê îí âûãëÿäèò) � ìû âñåãäà ãîòîâû ýòî îáñóäèòü. Òàêæå ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ó âàñ

ãîòîâ òàêîé àëãîðèòì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé äðîáè m/n.

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåííûå îáîçíà÷àþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ñðàçó ñôîðìóëèðóåì òðè îáùèõ âîïðîñà, îäèí âåñüìà ë¼ãîê, íà äðóãîé àâòîðû, êàê íè

ñòðàííî, íå çíàþò îòâåòà; òðåòèé ôîðìàëüíî íå ñâÿçàí ñ ïðîåêòîì, íî åãî ðåøåíèå òîæå ìîæåò

ïîìî÷ü.

1.4. Ïóñòü èçâåñòíî çíà÷åíèå f(m,n). Íàéäèòå f(n,m).

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ýòîé çàäà÷è, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ëèøü ñëó÷àé m < n; ïîýòîìó â

äàëüíåéøåì ìû ðàáîòàåì ëèøü ñ ýòèì ñëó÷àåì.

1.5∗. Âåðíî ëè, ÷òî f(tm, tn) = f(m,n)?

Çàìå÷àíèå. Àâòîðû ñ÷èòàþò (è ýòî õîðîøî ïîäòâåðæäåíî ïðàêòèêîé), ÷òî îòâåò íà ïî-

ñëåäíèé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ìû áóäåì çàäàâàòü íå

êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ m è n, à èõ ÷àñòíîå.

1.6. à) Íà êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êóñêîâ íàäî ðàçðåçàòü m îäèíàêîâûõ òîðòîâ, ÷òîáû ýòè

êóñêè ìîæíî áûëî ðàçäàòü ïîðîâíó n ëþäÿì?

á) Êàêèì ìîæåò áûòü ðàçìåð íàèìåíüøåãî êóñêà â òàêîì ðàçðåçàíèè íà íàèìåíüøåå ÷èñëî

êóñêîâ?

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïðåäëàãàåì íàéòè îòâåòû íà Ìåãàçàäà÷ó äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé çíà÷åíèé è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé. Â êàæäîì èç

ðàçäåëîâ çàäà÷è èäóò ïðèìåðíî ïî âîçðàñòàíèþ ñëîæíîñòè; ìû ðåêîìåíäóåì ðåøàòü îáà ðàç-

äåëà ïàðàëëåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âû ïðîðåøàåòå îäèí èç ðàçäåëîâ (ïî÷òè) äî êîíöà �

ìû âñåãäà ìîæåì äîáàâèòü áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷!

2 Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé

2.1. à) Íàéäèòå f(3k − 1, 3k).
á) Íàéäèòå f(3k + 1, 3k + 2).
â) Íàéäèòå f(3k, 3k + 1).

2.2. Äîêàæèòå, ÷òî f(m, 2m− 1) = m+1
6m−3

ïðè m ≥ 4.

2.3. à) Íàéäèòå f(3, n).
á) Íàéäèòå f(4, n).
â) Íàéäèòå f(5, n).

2.4. Íàéäèòå f(m, 2m+ 1).

2.5. Íàéäèòå f(2k + 1, 3k + 2).

2.6. Íàéäèòå f(3k + 1, 4k + 1).

2.7. Íàéäèòå f(5k + 2, 8k + 3).

2.8. Íàéäèòå f(5k − 1, 9k − 2).

2.9. Íàéäèòå f(17k − 4, 21k − 5).

3 Ñåðèéíûå ðåçóëüòàòû

Äàëüíåéøèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåêîòîðûìè âåõàìè íà ïóòè ê îáùåìó àëãîðèòìó. Åñëè ó

âàñ ïîÿâëÿþòñÿ êàêèå-òî äðóãèå ñåðèéíûå ðåçóëüòàòû, ñäàâàéòå èõ òîæå!

Íàïîìíèì, ÷òî ìû âñåãäà ïîëàãàåì m < n.

3.1. Ïóñòü n íå äåëèòñÿ íà m. Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) ≤ m
2n
. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m è n â ýòîé

îöåíêå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?
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3.2. à) Ïóñòü 3
4
< m

n
< 1. Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) ≤ m

n
− 1

2
.

á) Ïóñòü 1
2
< m

n
< 1. Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) ≤ m

n
− 1

3
.

â) Ïóñòü 2
k+1

< m
n

< 1 ïðè k ≥ 4. Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) ≤ m
n
− 1

k
.

Âíèìàíèå! Ñëåäóþùàÿ îöåíêà (ïóíêò á)) î÷åíü âàæíà!

3.3. à) Ïóñòü f(m,n) > m
3n . Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì îïòèìàëüíîì ïðèìåðå äëÿ ïàðû (m,n)

êàæäîìó ÷åëîâåêó äîñòàëîñü íå áîëåå, ÷åì ïî äâà êóñêà.

á) (Òåîðåìà î òðåòè) Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) ≥ m
3n
.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2
3
< m

n
≤ 3

4
â ïðåäûäóùåé îöåíêå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. (Ñì. òàêæå

çàäà÷ó 3.11.)

3.4. à) Ïóñòü m
n

< 2
3
. Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) ≤ 1

4
.

á) Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ (m,n) (òàêèå, ÷òî m
n

< 2
3
), äëÿ êîòîðûõ îöåíêà ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà äîñòèãàåòñÿ.

3.5. Ïóñòü 2
k+1

< m
n

< 2
k
. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû (m,n), äëÿ êîòîðûõ f(m,n) = 1

k+1
.

3.6. à) Äîêàæèòå, ÷òî f(m,n) = m
n
− 1

3
ïðè 1

2
< m

n
≤ 5

9
.

á) Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ (m,n), äëÿ êîòîðûõ f(m,n) = m
n
− 1

3
.

3.7. Ïóñòü 2
k+1

< m
n

< 2
k
. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû (m,n), äëÿ êîòîðûõ f(m,n) = m

n
− 1

k
(ïðè

k ≥ 4).

3.8. à) Íàéäèòå f(m,n) ïðè 7
15

< m
n

< 1
2
.

á) Ïðè êàêèõ åù¼ çíà÷åíèÿõ m/n ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå îòâåò?

3.9. à) Íàéäèòå f(m,n) ïðè 7
12

< m
n

< 22
37
.

á) Ïðè êàêèõ åù¼ çíà÷åíèÿõ m/n ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå îòâåò?

3.10. à) Íàéäèòå f(m,n) ïðè 14
17

< m
n

< 5
6
.

á) Ïðè êàêèõ åù¼ çíà÷åíèÿõ m/n ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå îòâåò?

3.11∗. Íàéäèòå âñå ïàðû (m,n), äëÿ êîòîðûõ f(m,n) = m
3n
.
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