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1 Ïðèìåðû è îñíîâíûå çàäà÷è

Ðèñ. 1: Êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî îêðóæíîñòè (ñëåâà) è ïî äâóì îêðóæíîñòÿì
(ñïðàâà)

Êàê ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ êðèâîëèíåéíûå ñôåðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå? Íà ðèñóíêàõ
1 è 2 èçîáðàæåíû ïàðû êðèâîëèíåéíûõ ñôåð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî
íàáîðó îêðóæíîñòåé.

Âèäèìî, òåðìèí êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà èíòóèòèâíî ïîíÿòåí Âàì. Åñëè íåò, òî ïðî÷òèòå ñòðî-
ãîå îïðåäåëåíèå íèæå. Çäåñü ìû òîëüêî îòìåòèì, ÷òî â ýòîì òåêñòå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû
ïîäðàçóìåâàþòñÿ íå èìåþùèìè ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Ñêîðåå âñåãî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Âàì íå ïîíàäîáÿòñÿ ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ. Ïîæàëóéñòà,
èçîáðàæàéòå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ñ ïîìîùüþ ïîíÿòíûõ (äëÿ ÷ëåíîâ æþðè) ðèñóíêîâ, à íå
çàäàâàéòå èõ ôîðìàëüíûìè êîíñòðóêöèÿìè. Åñëè çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà êàê óòâåðæäåíèå,
òî òðåáóåòñÿ åãî äîêàçàòü. Åñëè çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíîé, ïîïðîáóéòå ðåøèòü
ñîñåäíèå çàäà÷è, îíè ìîãóò ñîäåðæàòü ïîäñêàçêè. Íåðåøåííûå çàäà÷è îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè.

1.1. Íàðèñóéòå ïàðó êðèâîëèíåéíûõ ñôåð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
îáúåäèíåíèþ òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé òàê, ÷òî â êàæäîé ñôåðå ýòè îêðóæíîñòè

(a) îãðàíè÷èâàþò 3 äèñêà (êàê ñïðàâà-ñíèçó-ñëåâà íà ðèñ. 2).
(b) íå îãðàíè÷èâàþò 3 äèñêîâ (êàê ñïðàâà-ñíèçó-ñïðàâà íà ðèñ. 2).

1.2. Íàðèñóéòå ïàðó êðèâîëèíåéíûõ ñôåð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
îáúåäèíåíèþ ÷åòûðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé òàê, ÷òî â êàæäîé ñôåðå ýòè îêðóæíîñòè

(a) îãðàíè÷èâàþò 4 äèñêà (êàê íà ðèñ. 3.a).
(b)

”
ïàðàëëåëüíû“, èëè

”
îäíà âíóòðè äðóãîé“(êàê íà ðèñ. 3.b).

(c) ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ. 3.c.

1Ìû áëàãîäàðèì çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è îáñóæäåíèÿ Ñ. Ëàíäî è àíîíèìíîãî ðåöåíçåíòà Ìîñêîâñêîé Ìà-
òåìàòè÷åñêîé Êîíôåðåíöèè Øêîëüíèêîâ.

2Ïîääåðæàí Ãðàíòîì ôîíäà Ñàéìîíñà-ÍÌÓ
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Ðèñ. 2: Êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî äâóì îêðóæíîñòÿì (ñëåâà) è ïî òðåì îêðóæ-
íîñòÿì (ñïðàâà)

Ðèñ. 3: ×åòûðå îêðóæíîñòè íà ñôåðå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M è N � íàáîðû èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé íà êðèâîëèíåéíûõ
ñôåðàõ S è T . ÒîãäàM ðàñïîëîæåíî â S òàê æå, êàê N â T , åñëè åñòü áèåêöèÿ ìåæäó ñâÿçíûìè
êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèé S −M è T − N , ïðè êîòîðîé äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ
S −M ñîñåäíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâå ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû T −N
ñîñåäíèå. (Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè ïàðû (S,M) è (T,N) êóñî÷íî-ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.)

1.3. (ij), i, j ∈ {a, b, c}. Íàðèñóéòå ïàðó êðèâîëèíåéíûõ ñôåð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îáúåäèíåíèþ ÷åòûðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé òàê, ÷òî â îäíîé
ñôåðå ýòè îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ. 3.i, à â äðóãîé � êàê íà 3.j.

Â ýòîì òåêñòå ìû èçó÷èì äâå ñëåäóþùèå ïðîáëåìû è èõ îáîáùåíèÿ. (Âïîëíå âîçìîæíî,
âû â äàííûé ìîìåíò íå ñìîæåòå èõ ðåøèòü, òàê ÷òî ëó÷øå îòëîæèòå èõ è ïîðåøàéòå äðóãèå
çàäà÷è.)

Êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, åñëè â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ îíî âûãëÿäèò êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé ïî ïðÿìîé. (Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äàíî
íèæå â òåêñòå.)

1.4. (a) Ïðîáëåìà Ëàíäî. Ïóñòü M è N � äâà íàáîðà îäèíàêîâîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé íà
ñôåðå. Ñóùåñòâóåò ëè ïàðà êðèâîëèíåéíûõ ñôåð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå òðàíñ-
âåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó íàþîðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ
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â îäíîé ñôåðå êàê M , à â äðóãîé � êàê â N?
(b) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ äâóõ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð?

(Ñì.
”
Ñâÿçü ñ ãðàôàìè“íèæå.)

(c)* Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì?

Íà ðèñ. 1, ñëåâà, äâå ñôåðû ïåðåñåêàþòñÿ ïî îêðóæíîñòè; êàæäàÿ ñôåðà äåëèòñÿ îêðóæíî-
ñòüþ íà 2 ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îäíó ñîñåäíþþ ñ íåé êîìïîíåíòó (â
òîé æå ñôåðå). Íà ðèñ. 1, ñïðàâà, (è íà ðèñ. 2 ñëåâà) äâå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ïåðåñåêàþò-
ñÿ ïî äâóì îêðóæíîñòÿì; êàæäàÿ èç ñôåð äåëèòñÿ îêðóæíîñòÿìè íà 3 ñâÿçíûå êîìïîíåíòû,
èç êîòîðûõ äâå èìåþò 1 ñîñåäíþþ êîìïîíåíòó, à îäíà � 2 ñîñåäíèå êîìïîíåíòû. Íà ðèñ. 2,
ñïðàâà, äâå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ïåðåñåêàþòñÿ ïî òðåì îêðóæíîñòÿì; êàæäàÿ ñôåðà äåëèòñÿ
îêðóæíîñòÿìè íà 4 ñâÿçíûå êîìïîíåíòû; â îäíîé ñôåðå êîëè÷åñòâà ñîñåäåé ó êîìïîíåíò ðàâíû
3, 1, 1, 1, à â äðóãîé � 1, 2, 2, 1.

1.5. Ïðîáëåìà ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~x =
(x1, x2, . . . , xn), ~y = (y1, y2, . . . , yn) ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóþò ëè äâå êðèâîëè-
íåéíûå ñôåðû S è T â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñîñòîèò èç n− 1 îêðóæ-
íîñòåé è äåëèò
• S íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò áûòü òàê ïðîíóìåðîâàíû, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû xi ñîñåäíèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â S, è
• T íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò áûòü òàê ïðîíóìåðîâàíû, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû yi ñîñåäíèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â T?

Íåêîòîðûå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî Âû ñìîæåòå ðåøèòü âñå ïðåäëîæåííûå çàäà÷è ôàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóÿ

ïðèâîäèìûå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ. Ìû ïðèâîäèì óäîáíûå â ðàìêàõ äàííîãî òåêñòà îïðåäåëåíèÿ;
îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò îáùåïðèíÿòûõ ìàòåìàòè÷åñêèé òåðìèíîâ.

Â ýòîì òåêñòå êðèâîëèíåéíîé îêðóæíîñòüþ, èëè, ñîêðàùåííî, îêðóæíîñòüþ, íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îïðåäåëåíèå ìíîãî-
ãðàííèêà (íåñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ, íî íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî) ïðèâåäåíî â [D], ñì. òàêæå
[W]. Êðèâîëèíåéíîé ñôåðîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (òî÷íåå, åãî
äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü), êîòîðûé ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè ëþáîé ëåæàùåé íà íåì îêðóæíîñòüþ.
Ñì. ðèñ. 1. (Òàêèå ìíîãîãðàííèêè íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ñôåðå. Ýòî óñëî-
âèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ V − E + F = 2.)

Ðèñ. 4: Êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà (ñëåâà) è ôèãóðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êðèâîëèíåéíîé ñôåðîé (ñïðàâà)

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðèñóíêîâ áóäåì èçîáðàæàòü âìåñòî ìíîãîãðàííèêà `áëèçêóþ' ê íåìó êðè-
âîëèíåéíóþ ïîâåðõíîñòü. Íàïðèìåð, êðèâîëèíåéíóþ ñôåðó èëè `ñîñèñêó', êàê íà ðèñóíêå 2
ñïðàâà. Âìåñòî çàìêíóòîé ëîìàíîé áóäåì èçîáðàæàòü � `áëèçêóþ' ê íåé çàìêíóòóþ êðèâóþ.

Ïîäìíîæåñòâî X òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçîâåì ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè
ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ëåæàùåé â X. Êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè èëè ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé
ïîäìíîæåñòâà Y òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â X,
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ò.å. òàêîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà Z, äëÿ
êîòîðîãî Y ⊂ Z ⊂ X è Y 6= Z 6= X.

Ïóñòü M � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â êðèâîëèíåéíîé ñôåðå S. Äâå
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S−M íàçûâàþòñÿ ñîñåäÿìè, åñëè èõ çàìûêàíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðèñ. 5: Òðàíñâåðñàëüíîå (ñëåâà) è íå òðàíñâåðñàëüíîå (ñïðàâà) ïåðåñå÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(x, r) ⊂ R3 øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â x. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðèâîëèíåé-
íûõ ñôåð S, T ⊂ R3 òðàíñâåðñàëüíî, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ S ∩ T ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå,
÷òî è B(x, r)− S, è B(x, r)∩ (T − S) ñîñòîÿò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, à êàæäàÿ êîìïîíåíòà
B(x, r)− S ñîäåðæèò êîìïîíåíòó B(x, r) ∩ (T − S).

Âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó è åe ñëåäñòâèå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà Æîðäàíà. Êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà äåëèò òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðîâíî íà äâå
÷àñòè. Äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèå ñôåðå, ëåæàò â îäíîé ÷àñòè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåé êðèâîëèíåéíîé ñôåðû.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü S è T � êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî
êîíå÷íîìó íàáîðó S ∩ T íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B âíóòðåííîñòü
ñôåðû S (òî÷íåå, îãðàíè÷åííóþ ÷àñòü äîïîëíåíèÿ R3 − S). Ïóñòü Q � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
äîïîëíåíèÿ T −S, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè S. Òîãäà Q äåëèò B íà äâå ÷àñòè. Äâå òî÷êè øàðà
B, íå ëåæàùèå íà Q, ëåæàò â îäíîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ñîåäèíèòü
ëîìàíîé, íåïåðåñåêàþùåé Q.

Ñâÿçü ñ ãðàôàìè.
Ïóñòü M � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â êðèâîëèíåéíîé ñôåðå S. Îïðå-

äåëèì (äâîéñòâåííûé ê M) ãðàô G = G(S,M) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû � ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû S −M . Âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû � ñîñåäè.

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ãðàôû äëÿ ñôåð S, T ñ ðèñ. 2 ñïðàâà è íàáîðà îêðóæíîñòåé S ∩ T .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äâå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî íàáîðó îêðóæíîñòåé,
îïðåäåëÿþò ïàðó ãðàôîâ. Ïðîáëåìà Ëàíäî òðåáóåò îïèñàòü ïîëó÷àþùèåñÿ òàêèì îáðàçîì ïàðû
ãðàôîâ, à ïðîáëåìà ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � ïîëó÷àþùèåñÿ íàáîðû ñòåïåíåé èõ
âåðøèí. 3

Ïîáëàæêè.
Êîìàíäà ïîëó÷àåò

”
ïîáëàæêó“ çà êàæäîå ïðàâèëüíî (≥ +.) çàïèñàííîå ðåøåíèå. Êîìïüþ-

òåðíàÿ ïðîãðàììà, ïðîõîäÿùàÿ òåñòû, ïðåäëîæåííûå æþðè, è èìåþùàÿ ïîíÿòíóþ ñòðóê-
òóðó ðàñöåíèâàåòñÿ êàê çàïèñàííîå ðåøåíèå. Áîëüøàÿ ïîíÿòíàÿ ÷ëåíàì æþðè êàðòèíêà ðàñ-
öåíèâàåòñÿ êàê çàïèñàííîå ïîñòðîåíèå ïðèìåðà. Æþðè òàêæå ìîæåò íàãðàæäàòü

”
ïîáëàæêà-

ìè“ çà êðàñèâûå ðåøåíèÿ, ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ è çà (íåêîòîðûå) ðåøåíèÿ, çàïèñàííûå â

3Âîò äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ È.Í. Øíóðíèêîâûì. Äàíû åäèíè÷íûé êâàäðàò íà ïëîñêîñòè è
(êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ) ôóíêöèÿ íà íåì, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íà ãðàíèöå êâàäðàòà. Äèñê ñîîòâåòñòâóåò îäíîé
êðèâîëèíåéíîé ñôåðå (ñ ïðîêîëîì), ãðàôèê ôóíêöèè (íàä äèñêîì) � äðóãîé êðèâîëèíåéíîé ñôåðå, ìíîæåñòâî
íóëåé ôóíêöèè � ïåðåñå÷åíèþ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð.
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Ðèñ. 6: Äâà ãðàôà äëÿ ñôåð ñ ðèñ. 2 ñïðàâà

TEX-å.
”
Ïîáëàæåê“ ó æþðè áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ìîæíî òàêæå ñäàâàòü çàäà÷è óñòíî, ïëàòÿ ïî

”
ïîáëàæêå“ çà êàæäóþ ïîïûòêó.
Ìû ïðèãëàøàåì øêîëüíèêîâ, óñïåøíî ïðîäâèíóâøèõñÿ â ðåøåíèè çàäà÷ è ðàáîòàþùèõ íàä

çàäà÷àìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ, êîíñóëüòèðîâàòüñÿ ïî ïîâîäó âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ è èäåé ðåøå-
íèÿ.

2 Ïðîáëåìà ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïàðà ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~y = (y1, y2, . . . , yn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò äâå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû S è T â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñîñòîèò èç n− 1 îêðóæíîñòåé è äåëèò
• S íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò áûòü òàê çàíóìåðîâàíû, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû xi ñîñåäíèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â S, è
• T íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò áûòü òàê çàíóìåðîâàíû, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû yi ñîñåäíèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â T?
Ïàðà (S, T ) ñôåð íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ïàðû (~x, ~y).

2.1. (n), n ∈ {2, 3, 4, 5}. Êàêèå ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
ðåàëèçóåìû?

2.2. (a) Åñëè ïàðà (~x, ~y) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåàëèçóåìà, òî x1 +x2 + . . . xn = y1 + y2 + · · ·+
yn = 2n− 2.

(b) Äâîéñòâåííûé ãðàô G(S,M) ê íàáîðóM íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â êðèâîëèíåé-
íîé ñôåðå S ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ~x = (x1, x2, . . . , xn) ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ äåðåâÿííîé,
åñëè x1 + x2 + . . . xn = 2n− 2.

2.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ~x äåðåâÿííàÿ, òî â íåé íå ìåíåå x1 åäèíèö.

2.4. Ïàðà (~x, ~x) ðåàëèçóåìà äëÿ ëþáîé äåðåâÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~x.

2.5. Ïóñòü ~x, ~y � äåðåâÿííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ âñå åäèíèöû íàõîäÿòñÿ â êîíöå,
è x1 ≥ y1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~x

′ := (x1−y1+1, x2, x3, . . . , xn−y1+1) è ~y
′ = (y2, y3, . . . , yn−y1+2)

� äåðåâÿííûå.

2.6. Êàêèå ïàðû äåðåâÿííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ((1, 1), (1, 1)) ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåñòàíîâîê è çàìåí ïàðû âåêòîðîâ ( ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~y = (y1, y2, . . . , yn) ) íà ïàðó:

(a) ( ~x′ = (a, x1, x2, . . . , xn, 1, 1, . . . , 1), ~y′ = (y1+a−1, y2, y3, . . . , yn, 1, 1, . . . , 1) ) (÷èñëî íîâûõ
åäèíèö ðàâíî a− 2 äëÿ ~x′, è a− 1 äëÿ y′; çäåñü a ìîæåò áûòü ðàçëè÷íî äëÿ ðàçëè÷íûõ çàìåí:

((1, 1), (1, 1))
a=3→ ((3, 1, 1, 1), (3, 1, 1, 1))

a=4→ ((4, 3, 1, 1, 1, 1, 1), (6, 1, 1, 1, 1, 1, 1))).
(b) ( ~x′ = (x1 + 1, x2, x3, . . . , xn, 1), ~y′ = (y1 + 1, y2, y3, . . . , yn, 1) ).

5



3 Ïðîáëåìà Ëàíäî

Ïàðà (M,N) íàáîðîâ èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå, íàçû-
âàåòñÿ ðåàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà êðèâîëèíåéíûõ ñôåð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
êîòîðûå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó îáúåäèíåíèþ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæ-
íîñòåé, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â îäíîé ñôåðå òàê æå, êàê M , à â äðóãîé � êàê â N .

Ðèñ. 7: Ðåàëèçóåìà ëè ýòà ïàðà?

Ðèñ. 8: Ðåàëèçóåìà ëè ýòà ïàðà?

3.1. (a) Ëþáàÿ ïàðà íàáîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç n ≤ 4 íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé, ðåàëèçóåìà.

(b) ßâëÿåòñÿ ëè ïàðà íà ðèñ. 7 ðåàëèçóåìîé? Îäèí ãðàô � öåïî÷êà èç 6 ðåáåð, äðóãîé �
òðèîä ñ `ëó÷àìè' èç äâóõ ðåáåð.
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(c) ßâëÿåòñÿ ëè ïàðà íà ðèñ. 8 ðåàëèçóåìîé? Îäèí ãðàô � çâåçäà ñ 4 `ëó÷àìè', òðè `ëó÷à'
ñîñòîÿò èç äâóõ ðåáåð, à îäèí `ëó÷' � èç îäíîãî ðåáðà. Äðóãîé ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áóêâó
`H' ñ `ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåêëàäèíîé' èç òðåõ ðåáåð.

(d) Ñóùåñòâóåò íåðåàëèçóåìàÿ ïàðà èç äâóõ íàáîðîâ èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îêðóæíîñòåé.

3.2. Äàíû öåëûå ÷èñëà n è k.
(a) Êàêèå íàáîðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðåàëèçóåìû â ïàðå ñ íàáîðîì n îêðóæ-

íîñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ n íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ? (Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàêèå ãðàôû
ðåàëèçóåìû â ïàðå ñî çâåçäîé ñ n ëó÷àìè?)

(b) Êàêèå ãðàôû ðåàëèçóåìû â ïàðå ñ ãðàôîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé îáúåäèíåíèå ïî îä-
íîìó îáùåìó ðåáðó çâåçäû ñ n ëó÷àìè è çâåçäû ñ k ëó÷àìè?

(c) * Êàêèå íàáîðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðåàëèçóåìû â ïàðå ñ íàáîðîì n `ïàðàë-
ëåëüíûõ' îêðóæíîñòåé? (Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàêèå ãðàôû ðåàëèçóåìû â ïàðå ñ öåïî÷êîé
äëèíû n+ 1?)

3.3. Ïóñòü S è T � êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî êîíå÷íîìó
íàáîðó S ∩ T íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Òîãäà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû S − T ìîæíî ïîêðà-
ñèòü â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå êîìïîíåíòû îäíîãî öâåòà íå áûëè ñîñåäÿìè.

Äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôàM,N áóäóò îáúåäèíåíèÿìè îäèíàêîâîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé íà êðèâîëèíåéíûõ ñôåðàõ S, T (Íè M , íè N íå îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ S ∩ T .)

Äëÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû P ìíîæåñòâà S−M îáîçíà÷èì çà ∂P îáúåäèíåíèå ãðàíè÷íûõ (êðà-
åâûõ) îêðóæíîñòåé êîìïîíåíòû P . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû P è Q äîïîëíåíèÿ
S −M ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ∂P ∩ ∂Q 6= ∅.

3.4. Íåçàöåïëåííûå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé.
Ïóñòü S è T � êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó

S ∩ T íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Ïóñòü P è Q � äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ
S − T , ðàñïîëîæåííûå âíóòðè T .

(a) Åñëè Q ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì äèñêîì (òî åñòü, åñëè ãðàíèöà êîìïîíåíòû Q ñîñòîèò
èç îäíîé îêðóæíîñòè), òî ∂P íàõîäèòñÿ öåëèêîì âíóòðè îäíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ T−∂Q.

(b) Åñëè Q ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì öèëèíäðîì (òî åñòü, åñëè ãðàíèöà êîìïîíåíòû Q ñîñòî-
èò èç äâóõ îêðóæíîñòåé), òî ∂P öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ ëèáî â êîëüöåâîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ
T − ∂Q (òî åñòü, â êîìïîíåíòå ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè), ëèáî â îáúåäèíåíèè äâóõ
äèñêîâûõ (òî åñòü èìåþùèõ îäíó ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü) êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ T − ∂Q.

(c) Ïîêðàñèì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ T − ∂Q â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû
ëþáûå äâå ñîñåäíèå êîìïîíåíòû îêàçàëèñü ðàçíîãî öâåòà. Òîãäà ∂P öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
îáúåäèíåíèè îäèíàêîâî îêðàøåííûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ T − ∂Q.

Çíàê t îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.

3.5. Ïóñòü S è T òàêèå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, ÷òî S ∩ T ðàñïîëîæåíî íà S êàê íà ðèñ. 9.
Îáîçíà÷èì çà Ai `âíåøíèå' îêðóæíîñòè, çà B `áîëüøóþ ðàçäåëÿþùóþ' îêðóæíîñòü, à çà C �
îáúåäèíåíèå `âíóòðåííèõ' îêðóæíîñòåé, ñì. ðèñ. 9.

(a) Äëÿ êàæäîãî i îáúåäèíåíèå B ∪ C ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò Ai â T .
(b) Îáúåäèíåíèå B ∪ C ëåæèò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå T − tiAi.

3.6. Ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ âëîæåíèÿ. (a) Ëþáûå äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè
â åäèíè÷íîé ñôåðå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâîëèíåéíûõ äèñêîâ âíóòðè
ñôåðû.

(b) Äëÿ êàêèõ òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé p, q1, q2 íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñóùåñòâóþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûé äèñê P è êðèâîëèíåéíûé öèëèíäð Q âíóòðè ýòîé ñôåðû, äëÿ
êîòîðûõ ∂P = p è ∂Q = q1 t q2? (Ðèñ. 10 ñëåâà.)
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Ðèñ. 9: Ïåðåñå÷åíèå S ∩ T íà ñôåðå S

Ðèñ. 10: Íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûé äèñê è êðèâîëèíåéíûé öèëèíäð âíå øàðà (ñëåâà),
íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûå öèëèíäðû, îäèí èç êîòîðûõ çàóçëåí, âíå øàðà (ñïðàâà)

(c) Äëÿ êàêèõ ÷åòûðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé p1, p2, q1, q2 íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñó-
ùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûå öèëèíäðû P è Q âíóòðè ýòîé ñôåðû, äëÿ êîòîðûõ
∂P = p1 t p2 è ∂Q = q1 t q2? (Ðèñ. 10 ñïðàâà.)

(d) Äëÿ êàêèõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåéñòâ p, q íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé íà åäè-
íè÷íîé ñôåðå ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ñ äûðêàìè P è Q âíóòðè
ýòîé ñôåðû, äëÿ êîòîðûõ ∂P = p è ∂Q = q?

(e) Ñóùåñòâóþò ëè òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåéñòâà p, q, r íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
íà åäèíè÷íîé ñôåðå, òàêèå ÷òî
• êàæäàÿ èç òðåõ ïàð (p, q), (q, r) è (p, r) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà âíóòðü ñôåðû (äî íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð ñ äûðêàìè) â ñìûñëå ïóíêòà (d);
• íå ñóùåñòâóåò íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð ñ äûðêàìè P,Q è R âíóòðè ýòîé

ñôåðû, äëÿ êîòîðûõ ∂P = p, ∂Q = q è ∂R = r? 4

(f) Äëÿ êàêèõ m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåéñòâ p1, . . . , pm íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé íà
åäèíè÷íîé ñôåðå ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ñ äûðêàìè P1, . . . , Pm

âíóòðè ýòîé ñôåðû, òàêèå ÷òî ∂Pi = pi äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m?

Ïóñòü S è T � êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, äëÿ êîòîðûõ âñå êðîìå îäíîé êîìïîíåíòû S − T
èìåþò ïî îäíîìó ñîñåäó. (Îñòàâøàÿñÿ êîìïîíåíòà ìîæåò èìåòü îäíîãî èëè áîëåå ñîñåäåé.) Ýòà
îñòàâøàÿñÿ êîìïîíåíòà íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíîé ñôåðîé ñ äûðêàìè. Êðèâîëèíåéíûé äèñê �
ýòî êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà ñ 1 äûðêîé (= ñ îäíèì ñîñåäîì). Êðèâîëèíåéíûé öèëèíäð � ýòî
êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà ñ 2 äûðêàìè (= ñ äâóìÿ ñîñåäÿìè).

ÏóñòüM è N � äâà íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â åäèíè÷íîé ñôåðå S. Ïîêðàñèì
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû S − N â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå êîìïîíåíòû áûëè
ðàçíûõ öâåòîâ. Íàáîð M ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó (â ñôåðå) îò N , åñëè M ñîäåðæèòñÿ â íàáîðå
êîìïîíåíò S − N , îäèíàêîâî ïîêðàøåííûõ. Íàáîðû M è N íå çàöåïëåíû (â ñôåðå), åñëè M
ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò N è N ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò M . Ñì. ðèñ. 11.

3.7. (a) Ñóùåñòâóåò äâà íàáîðà M è N íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â ñôåðå, òàêèå ÷òî
M ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò N , íî N íå ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò M .

(b) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ïàðû M , N è N , P íàáîðîâ îêðóæíîñòåé íà êðèâîëèíåéíîé ñôåðå íå
çàöåïëåíû, òî íå çàöåïëåíà è ïàðà M , P , òî åñòü, òðàíçèòèâíî ëè îòíîøåíèå íåçàöåïëåííîñòè?

4Ñðàâíèòå ñ èçâåñòíûì ïðèìåðîì êîëåö Áîððîìåî.
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Ðèñ. 11: (A): íàáîð `ïóíêòèðíûõ' îêðóæíîñòåé è íàáîð `æèðíûõ' îêðóæíîñòåé íå çàöåïëåíû
(B): íàáîð `ïóíêòèðíûõ' îêðóæíîñòåé è íàáîð `æèðíûõ' îêðóæíîñòåé çàöåïëåíû, ïîñêîëüêó âû-
äåëåííûé ñòðåëî÷êàìè ïóòü ìåæäó äâóìÿ `æèðíûìè' îêðóæíîñòÿìè ïåðåñåêàåò `ïóíêòèðíûå'
îêðóæíîñòè ïî íå÷åòíîìó ÷èñëó òî÷åê.

(c) Äëÿ íàáîðà M íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â åäèíè÷íîé ñôåðå S îáîçíà÷èì çà M̊
îáúåäèíåíèå ÷åðíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè S − M . äâà íàáîðà M è N íå çàöåïëåíû åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ ÷åðíî-áåëûõ ðàñêðàñîê S îòíîñèòåëüíîM è îòíîñèòåëüíî N , òàêèõ ÷òî
M̊ ∪ N̊ 6= S, áóäåò ëèáî M̊ ⊂ N̊ , (Åñòü äâà ñïîñîáà âûáðàòü p̊ äëÿ äàííîãî p; îäèí èç íèõ �
äîïîëíåíèå äðóãîãî.) ëèáî N̊ ⊂ M̊ , ëèáî M̊ ∩ N̊ = ∅.
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ÊÀÊ ÏÅÐÅÑÅÊÀÞÒÑß Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÔÅÐÛ,

ÈËÈ ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÌÅÀÍÄÐÛ

Ñ. Àââàêóìîâ, À. Áåðäíèêîâ, À. Ðóõîâè÷ è À. Ñêîïåíêîâ

4 Ïðîìåæóòî÷íûé ôèíèø. Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ è íîâûå

çàäà÷è

1.1 è 1.2. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 2.4.

Ðèñ. 12: Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 1.3.

1.3. Ñëó÷àé i = j âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.4. Ñëó÷àè ab, ac, bc cì. íà ðèñ. 12.

1.4. (a) Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è 4.5.
(b) Òàêîé àëãîðèòì äàåòñÿ â îòâåòå ê 4.5. (Î÷åâèäíî, îí íå ïîëèíîìèàëåí.)

1.5. Òåîðåìà 1. Ïóñòü n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, à ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~y =
(y1, y2, . . . , yn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà óñëîâèå x1+· · ·+xn =
y1 + · · ·+ yn = 2n− 2 ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð S è T , ïåðåñå÷åíèå êî-
òîðûõ ñîñòîèò èç n− 1 îêðóæíîñòåé è äåëèò
• S íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû, òàê ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû xi ñîñåäåé â S, è
• T íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû, òàê ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû yi ñîñåäåé â T .

Ýòî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 1' (çàäà÷à 4.3) íèæå.

2.1. Îòâåò. Ïàðû (~x, ~x) ðåàëèçóåìû äëÿ ~x, ðàâíîãî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê îäíîé èç
ïàð

(1, 1), (2, 1, 1), (3, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1), (4, 1, 1, 1, 1), (3, 2, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 1, 1).
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Äðóãèå ðåàëèçóåìûå ïàðû ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ïàðàì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ðàâíîé äëèíû èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà.

2.2. (a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûå ñôåðû S, T ðåàëèçóþò ïàðó (~x, ~y). Âñïîìíèì
îïðåäåëåíèå ãðàôà G = G(S, S ∩ T ) èç ïàðàãðàôà 1. Êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí ðàâíî n. Èç k-îé
èñõîäèò xk ðåáåð. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ðåáåð ðàâíî (x1+ · · ·+xn)/2. Î÷åâèäíî, ÷òî G ñâÿçåí. Ïî
òåîðåìå Æîðäàíà î êðèâîé5 G äåëèòñÿ ëþáûì ñâîèì ðåáðîì íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Çíà÷èò G �
äåðåâî. Ïîýòîìó ÷èñëî ðåáåð ðàâíî n−1 = (x1+ · · ·+xn)/2. Àíàëîãè÷íî n−1 = (y1+ · · ·+yn)/2.

Íàáðîñîê àëüòåðíàòèâíîãî ðåøåíèÿ (a) Ò. Íîâèêà.Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó îêðóæíîñòåé. Óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ îäíîé îêðóæíîñòè (íà êàæäîé ñôåðå òîëüêî 2 äèñêà, çíà÷èò n = 2). Êàæäàÿ
ñëåäóþùàÿ îêðóæíîñòü äåëèò îäíó èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò íà äâå ÷àñòè, è äîáàâëÿåò ê íèì ïî
îäíîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè.

(b) Î÷åâèäíî, G ñâÿçåí. Ïî òåîðåìå Æîðäàíà î êðèâîé G ðàçäåëÿåòñÿ ëþáûì ðåáðîì. Çíà-
÷èò, G � äåðåâî.

2.3. Åñëè êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâíî s, òî 2n − 2 = x1 + · · · + xn ≥ x1 + 2(n − 1 − s) + s =
2n− 2 + x1 − s. Çíà÷èò, s ≥ x1.

2.4. Ïóñòü S � åäèíè÷íûé êóá. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî M îêðóæíîñòåé íà S, `ðåàëèçóþùåå'
~x. (Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñåìåéñòâà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé. Ïðè ïåðåõîäå èñïîëüçóåòñÿ óäà-
ëåíèå âèñÿ÷åé âåðøèíû.) Ïîêðàñèì â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà äîïîëíåíèå â S ê ýòèì îêðóæíîñòÿì
òàê, ÷òî ñîñåäíèå êîìïîíåíòû áóäóò ðàçíîãî öâåòà. Ðàññìîòðèì áëèçêóþ ê S êðèâîëèíåéíóþ
ñôåðó T òàêóþ, ÷òî S ∩T = M , êàæäàÿ ÷åðíàÿ êîìïîíåíòà T ëåæèò âíóòðè S, è êàæäàÿ áåëàÿ
êîìïîíåíòà T ëåæèò ñíàðóæè S. Òîãäà S è T ðåàëèçóþò (~x, ~x).

2.5. Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.3 x1 ≤ s. Òîãäà

xn−y1+1 = xn−y1+2 = · · · = xn−y1+1 = · · · = xn = yn−y1+1 = yn−y1+2 = · · · = yn = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî (

n−y1+1∑
i=1

xi)− y1 + 1 = (
n∑

i=1

xi)− y1 + 1− (y1 − 1) = 2(n− y1 + 1)− 2

è (

n−y1+2∑
i=2

yi) = (
n∑

i=1

yi)− y1 − (y1 − 2) = 2(n− y1 + 1)− 2.

Çíà÷èò íîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåðåâÿííûå.

2.6. Îòâåò: ëþáàÿ ïàðà.
(a) Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 2 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, óòâåðæäåíèå âåðíî

äëÿ âñåõ n < k, äîêàæåì åãî äëÿ n = k.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~u = (u1, . . . , uk) è ~v = (v1, . . . , vk) ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðå-

ñòàíîâêàìè, òî ïàðà (~u,~v) ðåàëèçóåìà ïî çàäà÷å 2.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~u = (u1, . . . , uk)
è ~v = (v1, . . . , vk) íå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêàìè, ìîæíî òàê ïåðåóïîðÿäî÷èòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî u1 6= v1 è âñå åäèíèöû íàõîäÿòñÿ â êîíöàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè u1 < v1. Îáîçíà÷èì

a := u1, n := k−u1+1, xi = ui+1 äëÿ i = 1, . . . , n, y1 := v1−u1+1, yi = vi äëÿ i = 2, . . . , n.

Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.3 ui = 1 äëÿ âñåõ i ≥ n + 2 è vi = 1 äëÿ âñåõ i ≥ n + 1. Ïîýòîìó ïàðà (~u,~v)
ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðû (~x, ~y) ïðèìåíåíèåì äàííîãî â çàäà÷å ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èìååì

x1 + · · ·+ xn = u2 + · · ·+ un+1 = 2k − 2− u1 − (u1 − 2) = 2n− 2 è

5Òåîðåìà Æîðäàíà î êðèâîé. Îêðóæíîñòü íà ñôåðå äåëèò ñôåðó ðîâíî íà äâå ÷àñòè. Äâå òî÷êè ñôåðû,

íå ëåæàùèå íà ýòîé îêðóæíîñòè, ëåæàò â îäíîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ñîåäèíèòü

íåêîòîðîé ñôåðè÷åñêîé ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåé îêðóæíîñòè.
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y1 + · · ·+ yn = v1 + · · ·+ vn − (u1 − 1) = 2k − 2− (u1 − 1)− (u1 − 1) = 2n− 2.

Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~x è ~y äåðåâÿííûå. Èç u1 > 1 èìååì n < k. Øàã èíäóêöèè äîêàçàí.
(b) Èíäóêöèÿ ïî n.

Ðèñ. 13: Êðèâîëèíåéíûå ñôåðû, ðåàëèçóþùèå ïàðó ñ ðèñóíêà 7.

3.1. (a) Ñëåäóåò èç çàäà÷ 1.1 è 1.3.
(b) Äà, ñì. ðèñ. 13. Àëüòåðíàòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü S è T ′ � êðèâîëèíåéíûå ñôåðû

ñ ðèñóíêà 2. Ïóñòü T ′′ � ñôåðà âíóòðè T ′ `áëèçêàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ' T ′. Âîçüìåì êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòèX äîïîëíåíèÿ R3−S−T ′ ëåæàùóþ âíóòðè T ′, òàêóþ ÷òî åå ãðàíèöà ñîäåðæèò ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó T ′ − S, ÿâëÿþùóþñÿ äèñêîì. Ïóñòü T � êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì
ñîåäèíåíèÿ T ′ è T ′′ òîíêîé òðóáêîé â X. Òîãäà S è T áóäóò òðåáóåìûìè.

(c) Íåò. Ýòîò ôàêò ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè
çàäà÷è 4.5.

(d) Êîíòðïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñ. 14. Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 3.5 (èëè çàäà÷ó 3.4
â ôîðìå 4.7 íèæå).

Ðèñ. 14: äåâÿòü îêðóæíîñòåé (æèðíûå), ðàñïîëîæåííûå íà ñôåðå (òîíêàÿ) äâóìÿ ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè (ñëåâà, ñïðàâà).

3.2. (a) Îòâåò: Âñå íàáîðû. Ïîäñêàçêà. Âîçüìåì n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñôåð, ïåðåñåêàþùèõ
äàííóþ ñôåðó S ïî n îêðóæíîñòÿì äàííîãî íàáîðà M . Ñîåäèíèì èõ n − 1 íåïåðåñåêàþùèìè-
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ñÿ òðóáêàìè âíóòðè S è ïîëó÷èì êðèâîëèíåéíóþ ñôåðó T . Ïðîâåðüòå, ÷òî T óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàäà÷è.

(b) Ãèïîòåçà. Ïàðà èç òàêîãî ãðàôà è äåðåâà ðåàëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî
äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ äåðåâüåâ èç n è k ðåáåð, ïåðåñåêàþùèõñÿ ðîâíî ïî îäíîìó
ðåáðó.

(c) Ãèïîòåçà. Ëþáîé íàáîð n îêðóæíîñòåé ðåàëèçóåì â ïàðå ñ íàáîðîì n `ïàðàëëåëüíûõ'
îêðóæíîñòåé.

3.3. Ïîêðàñèì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, ëåæàùèå âíóòðè è âíå T , â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà,
ñîîòâåòñòâåííî.

3.4. (a) è (b) èíòóèòèâíî î÷åâèäíû è ñëåäóþò èç (c).
(c) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî T � êðóãëàÿ ñôåðà è îêðóæíîñòè èç ∂Q � êðóãëûå îêðóæíîñòè,

÷òî íèêàêàÿ èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì êðóãîì. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè èç ∂Q âîçüìåì
ñôåðó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó îêðóæíîñòü è öåíòð ñôåðû T . Îáúåäèíåíèå Q è ÷àñòåé òàêèõ
ñôåð, ëåæàùèõ ñíàðóæè T � êðèâîëèíåéíàÿ ñôåðà, íàçîâåì åå Q′. Ýòà ñôåðà äåëèò R3 íà äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ïîñêîëüêó Q ñâÿçíî, ïåðåñå÷åíèå îáåèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñ âíóòðåí-
íîñòüþ T ñâÿçíî. Ýòè êîìïîíåíòû ïåðåñåêàþò T ïî ÷åðíûì è áåëûì ÷àñòÿì ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó P ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå, òî ∂P ëåæèò ëèáî â ÷åðíîé, ëèáî â áåëîé êîìïîíåíòå
T − ∂Q.

3.5. (a) äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî (b).
(b) Ðàññìîòðèì äèñêè A1, A2, A3 ⊂ S, îãðàíè÷åííûå îêðóæíîñòÿìè A1, A2, A3 ⊂ S è íå

ñîäåðæàùèå äðóãèõ îêðóæíîñòåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðåííîñòè ýòèõ
äèñêîâ ëåæàò âíóòðè T . Òîãäà âíóòðåííîñòè êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S − M , îãðàíè÷åííîé
B ∪C, òîæå ëåæèò âíóòðè T (ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå S ∩ T òðàíñâåðñàëüíî). Ýòà âíóòðåííîñòü
ëåæèò â îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ R3 − (T ∪ A1 ∪ A2 ∪ A3). Çíà÷èò, âñå 4
îêðóæíîñòè îáúåäèíåíèÿ B∪C ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ T − (A1∪A2∪
A3).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 3.4.c (ñðàâíèòå ñ çàäà÷åé 4.6.a).

3.7. (a) Ñì. îïðåäåëåíèå îêðóæíîñòåé A−, A0, A+ íà ðèñóíêå 15. Ñåìåéñòâî {A0} ëåæèò ïî
îäíó ñòîðîíó îò ñåìåéñòâà {A+, A−}, íî íå íàîáîðîò.

(b) Íåò.

Íåêîòîðûå íîâûå çàäà÷è ïî ïðîáëåìå ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïàðà ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~y = (y1, y2, . . . , yn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò äâå òàêèå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû S, T ,
÷òî

(1) èõ ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç n− 1 îêðóæíîñòåé è äåëèò
• S íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé êîìïî-

íåíòû xi ñîñåäåé â S, èãðàíèöåé
• T íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé êîìïî-

íåíòû yi ñîñåäåé â T ;
(2) â S ∩ T ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðûõ äèñêà è êîìïîíåíòû

ñ x1 ñîñåäÿìè â S− T , à òàêæå ãðàíèöåé íåêîòîðûõ äèñêà è êîìïîíåíòû ñ y1 ñîñåäÿìè â T −S.
Ïàðà (S, T ) êðèâîëèíåéíûõ ñôåð íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé ðåàëèçàöèåé ïàðû (~x, ~y).

4.1. Ïóñòü ~x, ~y � äåðåâÿííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ âñå åäèíèöû íàõîäÿòñÿ â êîíöå.
Åñëè ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ~x′ := (x1 − y1 + 1, x2, x3, . . . , xn−y1+1), ~y

′ := (y2, y3, . . . , yn−y1+2)
ñèëüíî ðåàëèçóåìà, òî è ïàðà (~x, ~y) òîæå.

4.2. Åñëè ïàðà (~x, ~y) ñèëüíî ðåàëèçóåìà, òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî a ïàðû (~x′, ~y′)
ñèëüíî ðåàëèçóåìû äëÿ
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(a) ~x′ = (a, x1, x2, . . . , xn, 1, 1, . . . , 1), ~y′ = (y1 + a − 1, y2, y3, . . . , yn, 1, 1, . . . , 1) (â ~y′ a − 1

íîâûõ åäèíèö, â ~x′ èõ a−2; çäåñü a ìîæåò áûòü ðàçëè÷íî äëÿ ðàçëè÷íûõ çàìåí: ((1, 1), (1, 1))
a=3→

((3, 1, 1, 1), (3, 1, 1, 1))
a=4→ ((4, 3, 1, 1, 1, 1, 1), (6, 1, 1, 1, 1, 1, 1))).

(b) êàêîãî-ëèáî âûáîðà ~x′ ∈ {(1, x1 + 1, x2, x3, . . . , xn), (x1 + 1, x2, x3, . . . , xn, 1)} è
~y′ ∈ {(1, y1 + 1, y2, y3, . . . , yn), (y1 + 1, y2, y3, . . . , yn, 1)}.
4.3. Ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèëüíî ðåàëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè äåðåâÿííûå.

Íåêîòîðûå íîâûå çàäà÷è ïî ïðîáëåìå Ëàíäî.

4.4. Êàæäàÿ ïàðà îáúåäèíåíèé èç
(5) 5; (6) 6;
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ðåàëèçóåìà.

Ïðîáëåìà Ëàíäî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ åå çàíóìåðîâàííîãî, èëè ðàñêðàøåííîãî, àíàëîãà. Äà-
äèì îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè.

Â ýòîì ïóíêòå M è N � äâà îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé íà ñôåðàõ S è T ,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì â êàæäîì îáúåäèíåíèè îêðóæíîñòè çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n.

Ïàðà (M,N) íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò
(1) äâå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû S ′ è T ′, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó

S ′ ∩ T ′ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, è
(2) íóìåðàöèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé, äëÿ êîòîðîé
• S ′ ∩ T ′ íà ñôåðå S ′ è M íà ñôåðå S çàíóìåðîâàííî îäèíàêîâû;
• S ′ ∩ T ′ íà ñôåðå T ′ è N íà ñôåðå T çàíóìåðîâàííî îäèíàêîâû.

Ðèñ. 15: Ê ïðèìåðó

(Âû, ïî-âèäèìîìó, ñìîæåòå ðåøèòü âñå çàäà÷è, íå èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåãî ñòðîãîãî îïðåäå-
ëåíèÿ çàíóìåðîâàííîîäèíàêîâîñòè. Çàíóìåðîâàííûå íàáîðûM íà êðèâîëèíåéíîé ñôåðå S è N
íà êðèâîëèíåéíîé ñôåðå T íàçûâàþòñÿ çàíóìåðîâàííî îäèíàêîâûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèé S−M è T−N , ïðè êîòî-
ðîì äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S −M ãðàíè÷àò ïî îêðóæíîñòè èç M òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äâå ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ T−N ãðàíè÷àò ïî ñîîòâåòñòâóþùåé
îêðóæíîñòè èç N .)

Ïðèìåð. Íà åäèíè÷íîé ñôåðå (èëè íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè) âîçüìåì ýêâàòîð A0 = A2, ïà-
ðàëëåëü A+ = A1 øåñòèäåñÿòè ãðàäóñîâ ñåâåðíîé øèðîòû, ïàðàëëåëü A− = A3 øåñòèäåñÿòè
ãðàäóñîâ þæíîé øèðîòû. Ñì. ðèñóíîê 15. Òîãäà
• íåçàíóìåðîâàííûå (èëè íåóïîðÿäî÷åííûå) íàáîðû {A−, A0, A+} è {A0, A−, A+} îäèíàêîâû.
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• çàíóìåðîâàííûå (èëè óïîðÿäî÷åííûå) íàáîðû (A−, A0, A+) è (A+, A0, A−) çàíóìåðîâàííî
îäèíàêîâû.
• çàíóìåðîâàííûå íàáîðû (A−, A0, A+) è (A0, A−, A+) íå ÿâëÿþòñÿ çàíóìåðîâàííî îäèíàêî-

âûìè.
• ïàðà çàíóìåðîâàííûõ íàáîðîâ (A−, A0, A+) è (A0, A−, A+) íå ðåàëèçóåìà.

Ðèñ. 16: Ðàñòàùåííûå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû S ′ è T ′

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå
ñôåðû S ′ è T ′, ðåàëèçóþùèå ýòó ïàðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
• Bk êîïèþ îêðóæíîñòè Ak íà êîïèè T ñôåðû S;
• A′k îêðóæíîñòü íà êðèâîëèíåéíîé ñôåðå S ′ ñîîòâåòñòâóþùóþ Ak;
• B′k îêðóæíîñòü íà êðèâîëèíåéíîé ñôåðå T ′ ñîîòâåòñòâóþùóþ Bk;
• D′ ⊂ S ′ äèñê â S ′ − T ′ îãðàíè÷åííûé A′+;
• C ′ ⊂ S ′ öèëèíäð â S ′ − T ′ îãðàíè÷åííûé A′0 è A′−.
Ïîñêîëüêó S ′ è T ′ ðåàëèçóþò ïàðó (A+, A0, A−), (B0, B+, B−), ïîëó÷àåì A′+ = B′0, A

′
0 = B′+ è

A′− = B′−.
ßñíî, ÷òî C ′ è D′ ëåæàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïî îäíó ñòîðîíó îò êðèâîëèíåéíîé

ñôåðû T ′. (Ñðàâíèòå ñ çàäà÷åé 3.3.) Èìååì ∂D = A′+ = B′0. Ãðàíèöà ∂C
′ = A′0 t A′− = B′+ t B′−

íå ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ T ′ − ∂D′ = T ′ −B′0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ
çàäà÷è 3.4.a äëÿ P = C ′ è Q = D′. QED

4.5. Çàíóìåðîâàííàÿ ïðîáëåìà Ëàíäî. Êàêèå ïàðû çàíóìåðîâàííûõ íàáîðîâ íà ñôåðàõ
ðåàëèçóåìû?

4.6. (a) Åñëè ïàðà (M,N) çàíóìåðîâàííûõ íàáîðîâ íà ñôåðàõ S è T ðåàëèçóåìà, òî ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S −M ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ îäíîöâåòíûõ êîìïîíåíò P è Q äîïîëíåíèÿ S −M ïîäíàáîðû â T , ñîîòâåòñòâóþùèå ∂P è
∂Q, íå çàöåïëåíû.

(b) Âåðíî ëè îáðàòíîå ê (a) óòâåðæäåíèå?

Ïóñòü p è q äâà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ðåáåð íåêîòîðîãî äåðåâà. Ìíîæåñòâî p ëåæèò
ïî îäíó ñòîðîíó (â ýòîì äåðåâå) îò q, åñëè p ∩ q = ∅, è äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíöîâ ðåáåð èç p
ñîåäèíÿþùèé èõ ïóòü â äåðåâå ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð èç q. Íàáîðû p è q íå çàöåïëåíû
(â ýòîì äåðåâå) åñëè p ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò q è q ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò p.

Äëÿ âåðøèíû P ãðàôà îáîçíà÷èì ÷åðåç δP ìíîæåñòâî âûõîäÿùèõ èç P ðåáåð.
Ãðàôû G(S,M) è G(T,N) îïðåäåëåíû â �1. Íóìåðàöèÿ îêðóæíîñòåé â M è îêðóæíîñòåé â

N çàäàåò íóìåðàöèþ ðåáåð â G(S,M) è â G(T,N).
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4.7. (a) Åñëè ïàðà (M,N) çàíóìåðîâàííûõ íàáîðîâ íà ñôåðàõ S è T ðåàëèçóåìà, òî âåðøèíû
ãðàôà G(S,M) ìîæíî òàê ïîêðàñèòü â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîöâåòíûõ
âåðøèí P,Q ãðàôà G(S,M) íàáîðû ðåáåð â G(T,N), ñîîòâåòñòâóþùèå δP è δQ, íå çàöåïëåíû
â G(T,N).

(b)* Äàíû äâà äåðåâà G è G′ ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ðåáåð. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ òàêèõ íóìåðàöèé èõ ðåáåð, ïðè êîòîðîé âåðøèíû ãðàôà
G ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîöâåòíûõ âåðøèí
P,Q ãðàôà G íàáîðû ðåáåð â G′, ñîîòâåòñòâóþùèå δP è δQ, íå çàöåïëåíû â G′?

5 Áîëüøå ñôåð è ñôåðû ñ ðó÷êàìè

Ïóñòü n1, n2, n3 � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òðîéêà

~x1 = (x11, x12, . . . , x1n1), ~x2 = (x21, x22, . . . , x2n2), ~x3 = (x31, x32, . . . , x3n3)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò
òðè êðèâîëèíåéíûõ ñôåðû S1, S2, S3 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîïàðíî ïî
îêðóæíîñòÿì òàê, ÷òî S1 ∩ S2 ∩ S3 = ∅ è äëÿ âñåõ k = 1, 2, 3 äîïîëíåíèå Sk − Sk+1− Sk+2 èìååò
nk ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òàê, ÷òî ó i-îé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû xki
ñîñåäåé â Sk äëÿ âñåõ i = 1, . . . , nk.

Â ýòîì ïàðàãðàôå (è â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿõ) èíäåêñû k, k+ 1, k+ 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïî ìîäóëþ 3.

Òðîéêà (S1, S2, S3) êðèâîëèíåéíûõ ñôåð íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé òðîéêè ( ~x1, ~x2, ~x3).

5.1. Ïðîáëåìà òðîåê ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êàêèå òðîéêè äåðåâÿííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåàëèçóåìû?

5.2. Êàêèå òðîéêè äåðåâÿííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ íå áîëåå ÷åòûðåõ
÷èñåë, ðåàëèçóåìû?

5.3. Åñëè òðîéêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèí n1, n2, n3, ðåàëèçóåìà, òî
(a) n1 + n2 + n3 íå÷åòíî;
(b) nk < nk+1 + nk+2 äëÿ âñåõ k = 1, 2, 3.

5.4. Ïóñòü x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn � äåðåâÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à p è q � òàêèå ïîëîæè-
òåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ÷òî p ≥ q > 1 è p + q = n + 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå òàêèå äåðåâÿí-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , ap è b1, b2, . . . , bq, ÷òî a1 + b1 = x1, è óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
(a2, a3, . . . , ap, b2, b3, . . . , bq) è (x2, x3, . . . , xn) îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Êàêîâû àíàëîãè õàðàêòåðèçàöèé ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (òåîðåì 1 è 2) äëÿ
ïåðåñå÷åíèÿ áîëåå, ÷åì òðåõ ìíîãîãðàííèêîâ?

5.5. * Ãèïîòåçà. Çàäàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n1, n2, n3, . . . , ns è s ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x11, x12, . . . , x1n1 , x21, x22, . . . , x2n2 , . . . , xs1, xs2, . . . , xsns

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóþò s êðèâîëèíåéíûõ ñôåð S1, S2, . . . , Sk â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îêðóæíîñòÿì è òàêèõ, ÷òî
• íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå;
• äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , s è j = 1, . . . , nk äîïîëíåíèå Sk − Sk+1 − Sk+2 − · · · − Sk+s−1 èìååò

nk êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, j-òàÿ èç êîòîðûõ èìååò xkj ñîñåäåé â Sk

òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà âñå s ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåðåâÿííûå, è n1 + n2 + · · · + ns − s
åñòü ÷åòíîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå 2nk äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , s.
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Äëÿ s < 4 ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà (ñì. Òåîðåìû 1 è 2), ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé �
s = 4.

Êàêèìè ìîãóò áûòü íàáîðû êîëè÷åñòâ ñîñåäåé ó êîìïîíåíò, åñëè ðàçðåøèòü òðîéíûå ïåðå-
ñå÷åíèÿ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð?

5.6. * Ãèïîòåçà. Ïóñòü n1, n2, n3 � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, è

x11, x12, . . . , x1n1 , x21, x22, . . . , x2n2 , x31, x32, . . . , x3n3

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå êðèâîëèíåéíûõ
ñôåð S1, S2, S3,
• ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îêðóæíîñòÿì,
• èìåþùèõ 2T òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ òðåõ ñôåð è
• òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3 äîïîëíåíèå Sk − Sk+1 − Sk+2 èìååò nk ñâÿçíûõ êîì-

ïîíåíò, ó i-îé èç êîòîðûõ xki ñîñåäåé â Sk äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî n1 + n2 + n3 + T íå÷åòíî, xk1 + xk2 + · · · + xknk

= 2nk − 2 + 2T è
nk + T < nk+1 + nk+2 äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3.

Êàêîâû àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîëèíåéíûõ ñôåð ñ ðó÷êàìè?

5.7. * Ãèïîòåçà. Çàäàíû öåëûå ÷èñëà g1, g2, n > 0 è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x11, x12, . . . , x1n, x21, x22, . . . , x2n

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå ñôåðà ñ g1 ðó÷êàìè S1 è ñôåðà ñ g2 ðó÷êà-
ìè S2 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî îêðóæíîñòÿì, ðàçáèâàþùèì Sk íà
n êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, j-òàÿ èç êîòîðûõ èìååò xkj ñîñåäåé â Sk äëÿ êàæäîãî k = 1, 2 è
j = 1, . . . n

òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà s := x11 + x12 + · · · + x1n = x21 + x22 + · · · + x2n ÷åòíî è
2n− 2 ≤ s ≤ 2n− 2 + 2gk äëÿ êàæäîãî k = 1, 2.

Áûëî áû èíòåðåñíî ðåøèòü àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû ïðè íàëè÷èè ñàìîïåðåñå÷åíèé. Èíòåðåñ-
íû îáà âàðèàíòà � ñ òî÷êàìè òðîåêðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èëè áåç.
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ÊÀÊ ÏÅÐÅÑÅÊÀÞÒÑß Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÔÅÐÛ,

ÈËÈ ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÌÅÀÍÄÐÛ

Ñ. Àââàêóìîâ, À. Áåðäíèêîâ, À. Ðóõîâè÷ è À. Ñêîïåíêîâ

6 Ôèíèø. Ðåøåíèÿ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå êðèâîëèíåéíûå ñôåðû íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ñôåðàìè.

Ïðîáëåìà ñîñåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ðèñ. 17: Èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå

4.1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 ≥ y1. Ðàññìîòðèì ñôåðû S ′, T ′, ðåàëèçóþùèå ïàðó (~x′, ~y′) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü â ïåðåñå÷åíèè T ′ ∩ S ′, èç óñëîâèÿ (2) â îïðåäåëåíèè
ñèëüíîé ðåàëèçóåìîñòè. Ýòî îêðóæíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ
• â S ′ − T ′ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, íàçîâåì åå C, ó êîòîðîé x1 − y1 + 1 ñîñåäåé,
• â T ′ − S ′ � äèñê, íàçîâåì åãî D.
Èçìåíèì ñôåðû S ′, T ′ ñîåäèíåíèåì êîìïîíåíò C è D ïðè ïîìîùè y1 − 1 `ïàëüöåâ', ñì. ðèñ.

17. Íîâûå ñôåðû îáîçíà÷èì ÷åðåç S, T . Äîêàæåì, ÷òî îíè ðåàëèçóþò ïàðó (~x, ~y) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.

Óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ S, T , ïîñêîëüêó
• êàæäàÿ êîìïîíåíòà S ′ − T ′, êðîìå C, òàêæå ÿâëÿåòñÿ è êîìïîíåíòîé äîïîëíåíèÿ S − T ,
• C äåëèòñÿ y1 − 1 îêðóæíîñòÿìè èç (S ∩ T ) − (S ′ ∩ T ′) íà y1 − 1 äèñêîâ è êîìïîíåíòó ñ

(x1 − y1 + 1) + (y1 − 1) = x1 ñîñåäÿìè,
è
• êàæäàÿ êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ T ′ − S ′, êðîìå D, òàêæå ÿâëÿåòñÿ è êîìïîíåíòîé äîïîë-

íåíèÿ T − S,
• D ðàçäåëåíî y1 − 1 îêðóæíîñòÿìè íà y1 − 1 äèñêîâ è êîìïîíåíòó ñ y1 ñîñåäÿìè.
Ëþáàÿ îêðóæíîñòü èç (S ∩ T )− (S ′ ∩ T ′) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2).

18



4.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1'. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî äëèíå n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ
ëþáîé äåðåâÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n ÷èñåë èìååì n ≥ 2. Áàçà èíäóêöèè (n = 2) î÷åâèäíà.

Äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåîðåìà 1' äîêàçàíà äëÿ 2, 3, . . . , n− 1 ≥ 2. Äîêàæåì åå äëÿ
n.

Ïåðåñòàâèì åäèíèöû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ â êîíåö. Ñîãëàñíî çàäà÷àì 2.5 è 4.1, ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè íîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåàëèçóåìû. Ðàññìîòðèì ñôåðû S, T , èõ ðåà-
ëèçóþùèå. Ñôåðû S, T óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1) èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé ðåàëèçóåìîñòè äëÿ
ñòàðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òàêæå
• åñëè x1 6= 1, òî óñëîâèÿ (2) äëÿ ñòàðîé è íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ~x ýêâèâàëåíòíû;
• åñëè x1 = 1, òî îêðóæíîñòü èç óñëîâèÿ (2) äëÿ íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~x îãðàíè÷èâàåò

äèñê, ò.å. êîìïîíåíòó ñ x1 = 1 ñîñåäîì.
Ýòî âûïîëíåíî è ñ çàìåíîé ~x íà ~y. Èòàê, óñëîâèå (2) âûïîëíåíî äëÿ ñòàðûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé. Çíà÷èò, S, T ñèëüíî ðåàëèçóþò ñòàðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðîáëåìà Ëàíäî.

3.1. (d) (ïðÿìîå ðåøåíèå) Ïóñòü, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóþò ñôåðû S ′ è T ′, ðåàëèçóþùèå ïàðó
ñ ðèñóíêà 9. Îáîçíà÷èì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S ′ − T ′ êàê íà ðèñ. 14 ñëåâà.

Ðàññìîòðèì äèñêè A1, . . . , A4 ⊂ S ′. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ âíóò-
ðåííîñòè ëåæàò âíóòðè T ′. Òîãäà âíóòðåííîñòü êîìïîíåíòû C ⊂ S ′ òàêæå ëåæèò âíóòðè T ′

(òàê êàê ïåðåñå÷åíèå S ′ ∩ T ′ òðàíñâåðñàëüíî). Òàê êàê C,A1, . . . , A4 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî C öå-
ëèêîì ëåæèò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ R3 − T ′ ∪

⊔
Ai. Òàêèì îáðàçîì, âñå 5

îêðóæíîñòåé ãðàíèöû ∂C ëåæàò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ T ′ −
⊔
∂Ai. (Çäåñü

ìû èñïîëüçóåì òðèâèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè âëîæåíèÿ.)
Ïåðåôîðìóëèðóåì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå â òåðìèíàõ ãðàôà G(T ′) (ðèñ. 18). Îáîçíà÷èì

çà G(C) îáúåäèíåíèå 5-è ðåáåð ãðàôà G(T ′), ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòÿì ãðàíèöû ∂C. Òîãäà
G(C) öåëèêîì ëåæèò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ â G(T ′) ê 4-åì ðåáðàì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îêðóæíîñòÿì ãðàíèöû∂Ai. Òàê êàê ó G(T ′) òîëüêî 9 ðåáåð, ýòî çíà÷èò, ÷òî G(C)
�ïîääåðåâî G(T ′). Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(B) îáúåäèíåíèå 5-è ðåáåð ãðàôà G(T ′), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îêðóæíîñòÿì ãðàíèöû ∂B. Àíàëîãè÷íî, G(B) � ïîääåðåâî G(T ′).

Òàê êàê G(B) ∪ G(C) = G(T ′), òî õîòÿ áû äâà èç òðåõ ðåáåð a, b, c ãðàôà G(T ′) (ðèñ. 18)
ëåæàò â îäíîì èç ïîääåðåâüåâ G(B) èëè G(C). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a, b ∈ G(B). Íî â
ëþáîì ïîääåðåâå G(T ′), ñîäåðæàùåì è a, è b õîòÿ áû 6 ðåáåð, â òî âðåìÿ êàê â G(B) ëèøü 5
ðåáåð. Çíà÷èò, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâîðå÷èâî è íåâåðíî.

Ðèñ. 18: Ãðàô G := G(T ′, N).

19



Ðèñ. 19: Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.6.f. (A) Èìååì S (ñåðàÿ), p1 (êðàñíîå), p2 (çåëåíîå), p3 (ñèíåå).
(B) Èìååì, ÷òî p̊3 (ñèíåå) � `íàèìåíüøåå'. Ïîñòðîèì P1 (æåëòîå) è P2 (çåëåíîå) ïî èíäóêöèè.
(C) Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû p̊3 (ñèíåå) ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, íå ïåðåñåêàþùèìñÿ ñ P1∪P2. Òîãäà
ñîåäèíèì èõ òðóáîé è ïîëó÷èì P3 (ñèíåå).

3.6. (a) Î÷åâèäíî.
(b) Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îêðóæíîñòè q1 è q2 ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò p.
(c) Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p1 t p2 è q1 t q2 íå çàöåïëåíû.
(d) Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p è q íå çàöåïëåíû. Ïîäñêàçêà: îáîáùèòå ðåøåíèå çàäà÷è

3.1.d. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé m = 2 â ðåøåíèå äëÿ (f).
(e) Íåò, ñîãëàñíî îòâåòó íà (f).
(f) Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî pi è pj íå çàöåïëåíû äëÿ ëþáûõ i 6= j.

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè âëîæåíèÿ. Íàáîðû p1, . . . , pm íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
â åäèíè÷íîé ñôåðå S ïîïàðíî íå çàöåïëåíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû ñ äûðêàìè P1, . . . , Pm, ÷üè âíóòðåííîñòè ëåæàò âíóòðè S, è äëÿ
êîòîðûõ ∂Pi = pi äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ëåãêî ñëåäóåò èç çàäà÷è 3.4.c. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì èí-
äóêöèåé ïî m. Áàçà m = 1 ïî ñóòè äîêàçàíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3.2.a. Äîêàæåì øàã èíäóêöèè.
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Âîçüìåì òî÷êó O ∈ S −
⊔
pi

i=1,...,m

. Äëÿ êàæäîãî i ðàññìîòðèì ÷åðíî-áåëóþ ðàñêðàñêó äîïîëíåíèÿ

S − pi, ïðè êîòîðîé O áåëàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî p̊i � îáúåäèíåíèå ÷åðíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ
S − pi. Ðàç O áåëàÿ, à pi è pj íå çàöåïëåíû, ïî çàäà÷å 3.7.b äëÿ âñåõ i 6= j èëè p̊i ⊂ p̊j, èëè
p̊j ⊂ p̊i, èëè p̊i ∩ p̊j = ∅. Çíà÷èò, åñòü `íàèìåíüøåå' p̊i, òî åñòü, òàêîå p̊i, ÷òî p̊j 6⊂ p̊i äëÿ âñåõ

j 6= i. Ìîæíî ïîëîæèòü i = m. Òîãäà p̊m ∩
m−1⊔
i=1

pi = ∅, p̊m � íàáîð ñôåð ñ äûðêàìè, ∂p̊m = pm è

p̊m ⊂ S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ çàìêíóòûé øàð, îãðàíè÷èâàåìûé S (òî åñòü, `âíóòðåííþþ ÷àñòü'
ñôåðû S). Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû ñ äûðêàìè
P1, . . . , Pm−1 ⊂ ∆, òàêèå ÷òî ∂Pi = pi äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m− 1.

Ðèñ. 20: Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèå. Íàáîð pm ëåæèò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ∆ − (P1 t · · · t
Pm−1).

6

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ëþáûå äâå òî÷êè
A,B ∈ pm èç ðàçíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ∆ − (P1 t · · · t Pm−1). Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç l ïóòü âíóòðè S, ñîåäèíÿþùèé A è B, è ïðè ýòîì l := #(l ∩
m−1⊔
i=1

Pi) ìèíèìàëüíî (ìèíèìóì

ïî âñåì òàêèì l, îáúåêòû A,B, pm, S, P1, . . . , Pm−1 ôèêñèðîâàíû). Òîãäà l > 0 (èíà÷å A è B ëå-
æàëè áû â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ). Òàê êàê pm ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ∂Pi, òî÷êè A è B ëåæàò
â îäíîé êîìïîíåíòå ∆ − Pi, è #(l ∩ Pi) ÷åòíî äëÿ âñåõ i. (Åñëè m = 2, ìîæíî äàæå ïîëó÷èòü
#(l ∩ P1) = 0 è îñòàíîâèòüñÿ.) Òîãäà #(l ∩ Pi) ≥ 2 äëÿ íåêîòîðîãî i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q è R
ïîñëåäîâàòåëüíûå (íà l) òî÷êè l ∩ Pi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q′ òî÷êó l ÷óòü ïåðåä Q è çà R′ òî÷êó l
÷óòü ïîñëå R. Òàê êàê Pi ñâÿçíî, Q è R ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì Pi. Çíà÷èò Q

′ è R′ ìîæíî ñîåäè-
íèòü ïóòåì l′, äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê Pi, íî íå ïåðåñåêàþùèì Pi. Ïóòü l

′ íå ïåðåñåêàåò íè÷åãî
èç P1, . . . , Pm−1, òàê êàê îí äîñòàòî÷íî áëèçîê ê Pi, à P1, . . . , Pm−1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Çàìåíèì ÷àñòü ïóòè l îò Q′ äî R′ íà l′. Ïîëó÷åííûé ïóòü íàçîâåì l′′. Òåïåðü l′′ = l − 2. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè l. Ïîýòîìó l íå ïåðåñåêàåò P1 t · · · tPm−1, çíà÷èò A è B äîëæíû
ëåæàòü â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ∆− (P1 t · · · t Pm−1). ×ÒÄ.

6Äëÿ m = 2 ýòî óòâåðæäåíèå � ïî÷òè îïðåäåëåíèå íåçàöåïëåííîñòè (òî÷íåå, òîãî, ÷òî `p2 ëåæèò ïî îäíó
ñòîðîíó îò ∂P1'). Ñëó÷àé m ≥ 3 èíòåðåñíåé, âåäü îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ðàçáèòü
ñàìî ìíîæåñòâî, äàæå åñëè êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ïîîäèíî÷êå èñõîäíîå ìíîæåñòâî íå ðàçáèâàëî.
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Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè âëîæåíèÿ. Ïóñòü p̊′m � îáúåäèíåíèå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñôåð ñ äûðêàìè, ïîëó÷åííûõ èç p̊m íåáîëüøîé äåôîðìàöèåé, ïîñëå êîòîðîé
âíóòðåííîñòü p̊′m ïîïàäàåò â ∆ è ∂p̊′m = ∂p̊m = pm. Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ, ëþáûå äâå òî÷êè
p̊′m ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì âíóòðè S, íå ïåðåñåêàþùèì P1, . . . , Pm−1. Òîãäà ìîæíî ñîåäèíèòü
âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà p̊′m òðóáêàìè âíóòðè S, íå ïåðåñåêàþùèìè P1, . . . , Pm−1.
Êîëè÷åñòâî òðóáîê áóäåò íà 1 ìåíüøå êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè p̊′m, çíà÷èò, íå áóäåò
`öèêëîâ èç òðóáîê'. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè ñôåðó ñ äûðêàìè. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Pm. Èìååì
∂Pm = pm, Pm ⊂ ∆, è Pm íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ P1, . . . , Pm−1. Øàã èíäóêöèè äîêàçàí. ×ÒÄ.

4.4. Ýòîò ôàêò ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, îñíîâàííîé íà òåîðåìå
3.

4.5. Îòâåò äàåòñÿ çàäà÷åé 4.6, è îí òàêîâ.
Òåîðåìà 3. Ïàðà (M,N) çàíóìåðîâàííûõ íàáîðîâ íà ñôåðàõ S è T ðåàëèçóåìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S −M ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åðíûé è
áåëûé öâåòà òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîöâåòíûõ êîìïîíåíò P è Q äîïîëíåíèÿ S − M
ïîäíàáîðû â N , ñîîòâåòñòâóþùèå ∂P è ∂Q, íå çàöåïëåíû.

4.6. (a) Ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 3.4.
(b) Äà. Èäåÿ ðåøåíèÿ � äîêàçàòü è èñïîëüçîâàòü îòâåò ê ïðîáëåìå ïðîäîëæåíèÿ âëîæåíèÿ

3.6.e.
Ïóñòü T ′ � åäèíè÷íûé êóá. Íóìåðàöèè äàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå h ìåæäó

îêðóæíîñòÿìè èç M è îêðóæíîñòÿìè èç N .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, . . . , Am áåëûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S−M . Ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ h(∂A1), . . . , h(∂Am) ïîïàðíî íå çàöåïëåíû â T . Ñîãëàñíî îòâåòó ê ïðîáëåìå ïðîäîëæåíèÿ
âëîæåíèÿ 3.6.e ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâîëèíåéíûå ñôåðû ñ äûðêàìè A′1, . . . , A

′
m,

âíóòðåííîñòè êîòîðûõ ëåæàò âíóòðè T ′, è òàêèå, ÷òî ∂A′i = h(∂Ai) äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1, . . . , Bn ÷åðíûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S −M . Àíàëîãè÷íî

ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû ñ äûðêàìè B′1, . . . , B
′
n, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ ëåæàò ñíà-

ðóæè T ′, è òàêèå, ÷òî ∂B′i = h(∂Bi) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.
Ïóñòü S ′ := (A′1 ∪ . . . ∪ A′m) ∪ (B′1 ∪ . . . ∪ B′n). Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî S ′ íåñàìîïåðåñå-

êàþùàÿñÿ. Ó A′i òàêîå æå ÷èñëî äûðîê, êàê è ó Ai, è ó B′i òàêîå æå ÷èñëî äûðîê, êàê è ó Bi.
Òàê êàê S = (A1 ∪ . . . ∪ Am) ∪ (B1 ∪ . . . ∪ Bn) � ñôåðà, òî è S ′ òîæå. (Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé.) Î÷åâèäíî, S ′ è T ′ ðåàëèçóþò
ïàðó M,N .

4.7. (a) Ýòî � ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷ 3.4 è 4.6.

Áîëüøå ñôåð è ñôåðû ñ ðó÷êàìè

5.1. Òåîðåìà 2. Ïóñêàé n1, n2, n3 �ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à

x11, x12, . . . , x1n1 , x21, x22, . . . , x2n2 , x31, x32, . . . , x3n3

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå ñôå-
ðû S1, S2, S3 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîïàðíî ïî îêðóæíîñòÿì è òàêèå,
÷òî
• S1 ∩ S2 ∩ S3 = ∅;
• Ó Sk − Sk+1 − Sk+2 nk ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî òàê ïðîíóìåðîâàòü, ÷òî ó

i-îé êîìïîíåíòû xki ñîñåäåé â Sk, äëÿ âñåõ k = 1, 2, 3
åñëè è òîëüêî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåðåâÿííûå, n1+n2+n3 íå÷åòíî, è nk < nk+1+nk+2

äëÿ âñåõ k = 1, 2, 3.

22



Ðèñ. 21: Êîíñòðóêöèÿ èç òðåõ ñôåð

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü `òîëüêî òîãäà' ñëåäóåò èç çàäà÷ 2.2 è 5.3. Äîêàæåì ÷àñòü `òîãäà'.
Ïóñòü

m1 := (n2 + n3 − n1 + 1)/2, m2 := (n1 + n3 − n2 + 1)/2, m3 := (n1 + n2 − n3 + 1)/2.

Òîãäà
m1 +m2 = n3 + 1, m1 +m3 = n2 + 1, m2 +m3 = n1 + 1.

Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.4 ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

p11, p12, . . . , p1m3 , p21, p22, . . . , p2m1 , p31, p32, . . . , p3m2 ,

q11, q12, . . . , q1m2 , q21, q23, . . . , q2m3 , q31, q32, . . . , q3m1 ,

òàêèå ÷òî pk−1,1 + qk+1,1 = xk1 è óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

(pk−1,2, pk−1,3, . . . , pk−1,mk+1
, qk+1,2, qk+1,3, . . . , qk+1,mk−1

) è (xk2, xk3, . . . , xknk
)

ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Ïî òåîðåìå 1' ñóùåñòâóþò ñôåðû

Q1, P1, Q2, P2, Q3, P3 ⊂ R3 òàêèå ÷òî Qk ∩Qk+1 = ∅, Qk ∩ Pl = ∅ åñëè l 6= k − 1 è

• Qk − Pk−1 � îáúåäèíåíèå mk+1 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ó i-îé èç êîòîðûõ
qki ñîñåäåé
• Pk−1 − Qk � îáúåäèíåíèå mk+1 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ó i-îé èç êîòîðûõ

pk−1,i ñîñåäåé
• ãðàíèöà íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû R3 − Pk−1 − Qk ñîäåðæèò êîìïîíåíòó q̃k ñ qk1

ñîñåäÿìè â Qk è êîìïîíåíòó p̃k−1 ñ pk−1,1 ñîñåäÿìè â Pk−1.
Äëÿ k = 1, 2, 3 ïóñòü Sk � ñâÿçíàÿ ñóììà ñôåð Qk+1 è Pk−1 è òîíêîé òðóáêè, ñîåäèíÿþùåé

äâå êîìïîíåíòû q̃k+1 è p̃k−1 èç òðåòüåãî óñëîâèÿ, ñì. ðèñ. 21. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü áåç ïåðåñå÷åíèé
íà ýòèõ òðåõ òðóáêàõ.
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Òîãäà Sk − Sk+1 − Sk+2 � òàêîå, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3. ×ÒÄ.

5.2. Îòâåò: ðåàëèçóåìû òîëüêî ñëåäóþùèå òðîéêè.

{(2, 1, 1), (2, 1, 1), (2, 1, 1)}, {(3, 1, 1, 1), (3, 1, 1, 1), (2, 1, 1)}, {(3, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1), (2, 1, 1)},

{(3, 1, 1, 1), (2, 1, 1), (1, 1)}, {(2, 2, 1, 1), (2, 2, 1, 1), (2, 1, 1)},
{(2, 2, 1, 1), (2, 1, 1), (1, 1)}, {(2, 1, 1), (1, 1), (1, 1)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò òîëüêî 4 äåðåâÿííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû íå áîëåå 4:

(1, 1), (2, 1, 1), (3, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 5.3 êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå÷åòíîé äëèíû â ðåàëèçó-
åìîé òðîéêå íå÷åòíî. Çíà÷èò êàæäàÿ ðåàëèçóåìàÿ òðîéêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû íå áîëåå
4, êðîìå òðîéêè {(2, 1, 1), (2, 1, 1), (2, 1, 1)}, ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2, 1, 1) è äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ÷åòíîé äëèíû. Ïî çàäà÷å 5.1 âñå ýòè 7 òðîåê ðåàëèçóåìû.

5.3. Ïóñòü m3,m2,m1 � êîëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé â f1 ∩ f2, f1 ∩ f3 è f2 ∩ f3. Òîãäà n1 =
m3 +m2 + 1, n2 = m3 +m1 + 1, n3 = m2 +m1 + 1.

Çíà÷èò, n1 + n2 + n3 = 2(m3 +m2 +m1) + 3 íå÷åòíî.
Òàê êàê 2mk + 1 > 0, òî nk < nk+1 + nk+2 äëÿ âñåõ k = 1, 2, 3.

5.4. Ïóñòü r = r(~x) � ÷èñëî ÷ëåíîâ xi áîëüøèõ 1. Ïóñòü zs = x2 +x3 + · · ·+xs. Äëÿ êàæäîãî
s ≤ r ïîëîæèì

a1 = p− (zs − s+ 3) + 1, ai = xi äëÿ 2 ≤ i ≤ s è ai = 1 äëÿ s+ 1 ≤ i ≤ p,

b1 = x1 − a1, bi = xi+s−1 äëÿ 2 ≤ i ≤ r − s+ 1, bi = 1 äëÿ r − s+ 2 ≤ i ≤ q = n+ 1− p.
Òàê êàê s ≤ r, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bq îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Äëÿ êàæäîãî i ÷èñëà ai
è bi çàâèñÿò îò s.

Ïîëó÷àåì
a1 + a2 + · · ·+ ap = p− (zs − s+ 3) + 1 + zs + p− s = 2p− 2,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , ap äåðåâÿííàÿ. Òàêæå

b1 + b2 + · · ·+ bq = zn − a1 − a2 − · · · − ap = 2n− 2− 2p+ 2 = 2q − 2,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bq äåðåâÿííàÿ.
Îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà s ≤ r, ïðè êîòîðîì 1 ≤ a1 ≤ x1 − 1. Äëÿ êàæäîãî

i < r èìååì x1 ≥ xi, çíà÷èò

zi − i+ x1 + 1 ≥ (zi+1 − (i+ 1) + 3)− 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè,
2 = z1 − 1 + 3,

z1 − 1 + x1 + 1 ≥ (z2 − 2 + 3)− 1,
z2 − 2 + x1 + 1 ≥ (z3 − 3 + 3)− 1,

. . . ,
zr−1 − (r − 1) + x1 + 1 ≥ (zr − r + 3)− 1,

zr − r + x1 + 1 = n− 1.
Çäåñü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàâåíñòâàì, íî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn äåðåâÿííà, è 1 = xr+1 = · · · = xn. Òàê êàê 2 ≤ p ≤ n − 1,
ñóùåñòâóåò ÷èñëî s ≤ r, äëÿ êîòîðîãî

zs − s+ 3 ≤ p ≤ zs − s+ x1 + 1 ⇔ 1 ≤ a1 ≤ x1 − 1.
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