õäë 512.552.4+512.554.32+512.664.2

íÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ

á. ñ. âÅÌÏŒ, œ. œ. âÏÒÉÓÅÎËÏ, œ. î. ìÁÔÙÛÅŒ^∗

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

œŒÅÄÅÎÉÅ 3

1. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏŒ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 10 1.0.1. îÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 1.0.2. óŒÅÒÈÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 1.1. òÏÓÔ Œ ÓÌÏŒÁÈ É Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 1.2. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. óÏ- ÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16 1.2.1. óŒÅÒÈÓÌÏŒÁ É ÄÉÎÁÍÉËÁ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

2. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ Œ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÂÅÒÎ- ÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ 18 2.1. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ Œ ÓÌÏŒÁÈ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19 2.1.1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u^∞ : : : : : : : : : : : : : 19 2.1.2. ðÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÓÌÏŒ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 2.1.3. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ Œ ÓÌÏŒÁÈ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ : : 27 2.1.4. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ : : : : : : : : : : : 30 2.1.5. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ : : : : : : : : : : 32 2.2. âÁÚÉÓÙ ÁÌÇÅÂÒ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34 2.2.1. ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÓÌÏŒ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ : : : : : : : : 34 2.2.2. œÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ : : : : : 36

3. òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ É ÒÁÄÉËÁÌÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 39 3.1. îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ É ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ : : : : : : : : : : : : : : : 39 3.2. òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅ- ÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41 3.3. òÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÅÒŒÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ : : : : 44

4. áŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ 45 4.1. æÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ : : : : : : : : : : : : : : : 47 4.2. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49

∗òÁÂÏÔÁ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé, Intas, ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ \õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÙ òÏÓÉÉ" É äÏÍÏÍ îÁÕÞÎÏ-ôÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ôŒÏÒÞÅÓÔŒÁ íÏÌÏÄÅÖÉ Ç. íÏÓËŒÙ.

2 óïäåòöáîéå

4.2.1. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ : : : : 50 4.2.2. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ : : : : : : : : : : : : : : : : 53 4.3. óÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ : : : : : : : : : : : : 55 4.4. îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ : : : : : : : : : : : 57 4.4.1. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ 58 4.5. îÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62 4.6. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ : : : : : : : : : : : : : : 63 4.6.1. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63 4.7. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ : : : : : : : 65 4.7.1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68 4.7.2. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ : : : : : : : : : 70

5. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 72 5.1. òÅÄÕËÃÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ : : : : : : : : : : : 75 5.2. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏŒ 75

6. ìÉÅŒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ: ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÅ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ 76

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 78

á. ï ËÏÌØÃÁÈ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ 78 á.1. œÏÐÒÏÓÙ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84

â. ï ÔÅÏÒÅÍÅ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ 85

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 89

œŒÅÄÅÎÉÅ

äÁÎÎÙÊ ÏÂÚÏÒ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ Œ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. œ ÏÔ- ÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÏÂÚÏÒÁ œ. á. õÆÎÁÒÏŒÓËÏÇÏ [?], ÎÁÛÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÓÍÅÝÅÎÏ Ó ÓÁÍÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÎÁ ÔÅÈÎÉËÕ ÉÈ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÂÚÏÒÁ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÁÑ É ÓÉÌØÎÅÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÁŒÔÏÒÏŒ. çÌÁŒ- ÎÏÊ ÔÅÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏŒ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ É ÁÓÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÍÅÅÔ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÒÁÂÏÔÙ æÏÎ îÅÊÍÁÎÁ, äÜÑ, å. ó. çÏÌÏÄÁ É é. ò. ûÁÆÁÒÅŒÉÞÁ, í. çÒÏÍÏŒÁ, œÏÌØÆÁ, æØÀÒÓÔÅÎÂÅÒÇÁ, óÔÏÌÉÎÇÓÁ. æÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ Ë.Ð. ÇÒÕÐÐ ŒŒÅÄÅÎÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ á. á. ûŒÁÒÃÅÍ É äÖ. íÉÌÎÏÒÏÍ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ó ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ) ÓÍ. [40], [43], [44], [263], [211], [239].

úÁÄÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÉ ÓÌÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ \ÞÉÓÔÙÍÉ" ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÏÔ- ÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ. ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒ É ÒÑÄÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ. üÆÆÅËÔÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ, ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÁËÉÈ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô.Ð.

œ ÃÅÎÔÒÅ ŒÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÂÚÏÒÁ | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ô.Å. ÁÌÇÅ- ÂÒÙ, ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁÍÉ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÅÊ ÃÅÌØÀ ŒÙÑŒÌÅÎÉÅ ÉÄÅÊ, ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ÒÏÌØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏŒ É ÓŒÑÚØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ Ó ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÏÊ.

íÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÉÍÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ, ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ É ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ. ïÓÏÂÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË. ïÄÎÏ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÂÕËŒÁÍÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. âÕËŒÙ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. çÒÁÆ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÒÁÆÏÍ õÆÎÁÒÏŒÓËÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÌÅÍÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ. üÔÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÁÍ Ï ŒÙÓÏÔÅ É ÔÅÏÒÅÍÁÍ Ï ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ É ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÉÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ œ. á. õÆÎÁÒÏŒÓËÏÇÏ É ç. ð. þÅËÁÎÕ Ï ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏÓÔÉ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÅÓÔÁËÏŒÁ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ) n, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÚÍÙÓÌÏŒÁ|ëÅÍÅÒÁ|âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô.Ä.

îÁËÏÎÅÃ, ÒÑÄ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÃÅÎ-

ÎÏÓÔØÀ.

ëÁËÏŒÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÉÄÅÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÜÔÏ ÉÄÅÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÈ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ) ÓÌÏŒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. üÔÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ËÁË ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÌÏŒ, ÔÁË É ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (ÌÅÍÍÁ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÎÁÂÏÒÏŒ ÓÌÏŒ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÍÉ. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÉÚ ËÕÓËÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÄÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ).

þÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ W : ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ N = N(k) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W ÄÌÉÎÙ k ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÌÀ- ÂÏÍ ÅÇÏ ËÕÓËÅ ÄÌÉÎÙ N. òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ (Ò.Ò.) ÓÌÏŒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ (Ô.Å. ÁÌÇÅ- ÂÒÙ, ÌÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ): ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÉÄÁ A_W , ÇÄÅ A | Ò.Ò. ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ. (þÅÒÅÚ A_W ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W .) ïÓÎÏŒÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÄÓÌÏŒ u ≠ v ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ r; t ⊂ W ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ rut ⊂ W , rvt ⊄ W .

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏŒÐÁÄÅ- ÎÉÉ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ. îÉÌØÒÁ- ÄÉËÁÌ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙ. (íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅ- ÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÍÏÎÏÍÏÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.) íÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÉÄÁ A_W , ÇÄÅ W | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ Ò.Ò. ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÒÏÔËÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÜÎÄŒÉ- ÞÁÍÉ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË õÆÎÁÒÏŒ- ÓËÏÇÏ | ÐÒÁŒÙÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

éÚÕÞÅÎÉÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ŒÏÐÒÏÓÁÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÓÉÍŒÏÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ. ôÁË, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅ- ÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÜÔÏ ÓÌÏŒÁ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ) ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ èÅÍÍÉÎÇÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÒÏÓÔÁ V (n) ÁÌÇÅÂÒÙ (Ô.Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ V (n) < n(n + 3)=2, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÒÏÓÔ. áÌÇÅÂÒÙ Ó \ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÏÊ" ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ n(n + 3)=2 ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÓÅ ÏÎÉ, ËÒÏÍÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÔÒÏÑÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ A_W , ÇÄÅ W = {w_i} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ¸, ˛ ∈ (0; 1): w_i = f(i + 1) − f(i), f(i) = [¸i + ˛]. äÉÎÁ- ÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Ò.Ò. ÓÌÏŒ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÓÌÏŒ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅ- ÒÏŒÏÓÔÉ.

œ-ÔÒÅÔØÉÈ, ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÌÅÍÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏŒÁÍ, ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓÌÏŒÁ. ãÅÌÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓŒÑ- ÝÅÎ ËÏÌÌÅËÃÉÉ ÔÁËÉÈ ÍÅÌËÉÈ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ. ïÓÏÂÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÅÎÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÅ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. üÔÁ ÁÌÔÅÒÎÁÔÉŒÁ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÓÄŒÉÇÏŒÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ É ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞ- ÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÓÌÏŒÁÈ uW = W s. åÅ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ Ï ŒÙÓÏÔÅ, Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ É Ï ÓÏŒÐÁ- ÄÅÎÉÉ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ Ó ÒÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ Œ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ. œÏËÒÕÇ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÉÒÕÅÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÞÁÓÔÉ 2.1.

œ-ÞÅÔŒÅÒÔÙÈ, ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÁÑÓÑ ÎÁÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁÆÏŒ ÅÓÔØ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ. ïÂSSÅËÔÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | ÓÔÒÅÌËÉ. ëÁÖÄÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÒÁÚÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÅÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ. åÓÌÉ ÎÅÔ ÄŒÕÈ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ ÒÁÚÍÅ- ÞÅÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄŒÁ ÏÂSSÅËÔÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. íÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. îÁ ÜÔÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ŒÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ôÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÇÒÁ- ÆÏŒ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÄÅÓÑÔËÉ ÒÁÂÏÔ. óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÚÏÒ [23]. åÓÌÉ ÇÒÁÆ \ÈÏ- ÒÏÛÉÊ", Ô.Å. Œ ÎÅÍ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ \ÚÁÃÅÐÌÅÎÎÙÅ ÃÉËÌÙ" | ÃÉËÌÙ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ. áÌÇÅÂÒÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó \ÈÏÒÏÛÉÍ" ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI. ðÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏÓÔÙÍ, ÎÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ: ÐÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ w = c_0v_1c_1 : : : v_mc_{m+1}; ÇÄÅ c_i | ÂÕËŒÙ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÓÌÏŒÁ v_j , ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ w^′ = c_{i0} v^′_1c_{i1} : : : v^′_mc_{im+1} , ÇÄÅ c_i ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÓÌÏŒÁ v^′_j É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m − 1 ÓÌÏŒÏ v^′_i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ m − 1 (ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ v^′_i ËÏÒÏÔËÉÅ). ðÅÒÅËÁÞËÁ ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØÀ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÐÒÏ- ÃÅÄÕÒÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÁÐÅÌÌÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÁÐÅÌÌÉ É ÄÌÑ ŒÙÓÏÔÙ PI- ÁÌÇÅÂÒÙ, ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÚÍÙÓÌÏŒÁ|ëÅÍÅÒÁ|âÒÁ- ÕÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ á. ä. þÁÎÙÛÅŒÁ Ï ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ n-ÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ.

œÁÖÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÁÓÐÅËÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÓŒÑÚØ Ó ÔÅÈÎÉËÏÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ. éÚÕÞÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÅÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ \Œ ÞÉÓÔÏÍ ŒÉÄÅ". ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔ ÓŒÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ, Œ ÓÉÍŒÏÌØÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, Œ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ É ÄÒ. ðÒÁËÔÉËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÉÓÓÌÅ- ÄÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ Ó ÚÁÐÉÓØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, Ô.Å. Ó ÍÏÎÏÍÁÍÉ. ðÒÅËÒÁÓÎÙÍ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁ- ÚÉÓÁ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍŒÏÌØÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.2).

áÐÐÁÒÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ïÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÒÉŒÅÌÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁŒÔÏÒÏŒ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a, b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ a^2 = b^2 = 0. ïÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ. ëÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ A ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ (ab)^∞. é ÅÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ B ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ f ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ A. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÉÏÄ ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ 1, ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÕÛÉÔØ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÌÏŒÏ (a^′b^′)^n ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ a^{′2} É b^{′2}. ëŒÁÄÒÁÔÙ ÓÏÚÄÁÎÙ! ïÂÏÚÎÁÞÉÍ c = a^{′2}. óÏ- ÚÄÁŒ ÓÌÏŒÏ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ c É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ŒÙÓÏÔÅ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏŒÁÎÉÉ 2.81), ÍÙ ÓÏÚÄÁÄÉÍ ÓÔÅÐÅÎØ (cu)^k, Á ÚÁÔÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f | ËŒÁÄÒÁÔ c, Ô.Å. a^{′4}. üÔÏÔ ÐÕÔØ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ ÇÌÁŒÅ 2, ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÓÏÔÙ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÓÏÔÙ ŒÅÄÅÔ Ë ÐÒÏ- ÑÓÎÅÎÉÀ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉ- ÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÌÁŒÙ 2 ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ.

óÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ, Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÅÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏËÁ- ÚÁÌÁ ÔÏÒÍÏÚÑÝÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÒÁÚŒÉÔÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ | ÐÕÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÏÅÍËÉÈ, ÎÏ ÚÁÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ. âÌÏËÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÒÉÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ ÂÅÚ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ É ÒÑÄ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ Œ PI-ËÏÌØÃÁÈ) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÑÍÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ É ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÎÅ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÄŒÁ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ, ÄÒÕÇÏÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ŒÌÅÞÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÒÕÇÏÇÏ. îÏ ËÁËÕÀ? íÙ ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÂÕËŒ. õÖÅ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1, ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÎÙÊ œ. î. ìÁÔÙÛÅŒÙÍ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ŒÁÖÎÏ ÐÏÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ËÁË ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÂÏÌÅÅ ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÔÉÐÁ: ÅÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (xy)^{n(x;y)} = x^{n(x;y)}y^{n(x;y)}, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ðÒÉ ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÂÅÒÎ- ÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. üÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ŒÁÖÎÙ É ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ïÎÉ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ.

ïÂÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ Ë ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÍ Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂSSÅËÔÁÍ (ÐÅÒŒÉÞÎÙÍ, ÐÒÏÓÔÙÍ) É ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ | ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÞÅÚÁÅÔ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ (ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÏÌØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÏÂSSÅËÔ). îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ | ÐÅÒŒÉÞÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÌÏŒÕ. ïÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Var(M_⋉ ), ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÉÏÄÁ. é ÅÓÌÉ Œ ÓÌÏŒÅ ÅÓÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ËÕÓÏË ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ u^∞ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ n, É ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ Œ n × n ÍÁÔÒÉÃÁÈ, ÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁ ÐÅÒÉÏÄ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÒÔÉÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ, ÌÅËÓÉËÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅÅ u. äÁÌÅÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÅÈÎÉËÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ, ÐÏ- ÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÓÄÅÌÁÔØ \ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ" ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÍÉ. (îÁÂÏÒ ÓÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÔÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. óŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏŒ ÉÌÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÄÉËÁÌÁ.) üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÚÄÁÔØ ÐÅÒÉÏ- ÄÉÞÅÓËÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÍÅÎØÛÅÇÏ n. îÁËÏÎÅÃ, \ÐÅÒÅËÁÞËÁ" ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ (ÏÔÓÀÄÁ ÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔØ). õÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÅÍÍÁ 2.5 Ï ŒÙ- ÞÅÒËÉŒÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ (Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ). ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ Œ PI-ÁÌ- ÇÅÂÒÅ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ m | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A, n = PIdeg(A) | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ |u| | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ n, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÓÌÏŒÏ u^k ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏŒ.

ûÁÇ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ v É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ vW = 0, ÇÄÅ W ≺ u^{∞=2} (Ô.Å. W ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ u). (þÅÒÅÚ u^{∞=2} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÐÒÁŒÏ ÓÌÏŒÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u, ÞÅÒÅÚ \≺" | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.) óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ t : vs → vus ÚÁÄÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÑ M, ÐÏÜÔÏÍÕ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË A[t]-ÍÏÄÕÌØ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Mt^k = 0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ Mt^k ∈ M ·J(Ann M), ÇÄÅ J(Ann M) | ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ, ÔÏ Mt^{lk} ∈ M · J(Ann M)^l, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ Mt^{lk} = 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ l. (œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÓÔØÀ t Œ A[t], ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÔÅÏÒÅÍÏÊ áÍÉÃÕÒÁ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.) ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÏÄÕÌÀ M ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒ- ÁÌÇÅÂÒÏÊ B = A[t]=J(Ann M), ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ J(Ann M) = 0.

ûÁÇ 3. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÓŒÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ë ÓÌÕ- ÞÁÀ, ËÏÇÄÁ M ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÅÒŒÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ B.

ûÁÇ 4. üÌÅÍÅÎÔÙ ÃÅÎÔÒÁ Z(B) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ ÎÉÍ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÔØ É, ÓÄÅÌÁŒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Z(B), ÐÒÉÊÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ B | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ n.

ûÁÇ 5. ðÒÉÍÅÎÉŒ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.0.2, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ vu^{∞=2}, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÀ 2.41 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 2.1.3). □

ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÄÕÌØ M ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ. éÍÅÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÓÍÏ- ÔÒÅÎÉÅÍ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ É Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÍÅÎØÛÉÍÉ. íÏÄÕÌØ M ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ÉÍÅÀ- ÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄ u; t ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ t Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ u. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÕ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏÍÉÍÏ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. é ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ J(A[t]). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÏÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÎÅÑÓÎÏÊ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÇÌÁŒÁÍ. çÌÁŒÁ 1 Œ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÍ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ. ìÅÍÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ, ÚÁÔÅÍ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔ Œ ÓÌÏŒÁÈ É ÁÌÇÅÂÒÁÈ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÁÔÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏ ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ’(n) = n(n + 3)=2 + –(n), ÇÄÅ –(n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ (ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÏ) Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ln n, ÔÏ ÏÂÇÏÎÑÅÔ (n) = e^{o(n)}, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, (n) = e^{√n}. ôÁËÖÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó \ÐÒÅÄÅÌØÎÏ" ÍÅÄÌÅÎ- ÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ n(n + 3)=2.

œ ÇÌÁŒÅ 2 ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏŒ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ŒÏÐÒÏ- ÓÏŒ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ. ãÅÌØÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ) ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÑŒÎÙÈ ÏÃÅ- ÎÏË. âÏÌØÛÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ. éÚ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ ÔÅÏÒÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ õÆÎÁ- ÒÏŒÓËÏÇÏ|þÅËÁÎÕ É ÔÅÏÒÅÍÕ ûÉÒÛÏŒÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÓÏÔ. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉËÁÌÁÍÉ É ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÔ- ÓÕÔÓÔŒÉÑ ÁÌÇÅÂÒ, ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ É n(n + 3)=2. ðÁÒÁÇÒÁÆ ?? ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÀ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ÓÜÎÄŒÉÞÁÍÉ, É ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ.

œ ÇÌÁŒÅ 3 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂ- ÓÏÎÁ Œ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉ- ÎÁÈ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏŒ.

œ ÇÌÁŒÅ 4.6 ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ \ÄÉËÉÅ" É \ÒÕÞÎÙÅ" ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ | Ô.Å. ÁÌÇÅÂÒÙ, ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÎÅ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÀ. òÕÞÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1-ÐÏÒÏÖ- ÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ïÐÉÓÁ- ÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÐÉ- ÓÁÎÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A_u∞ . åÓÌÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉ- ËÏÊ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h ÓÌÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ u^{k1}_1 u^{k2}_2 : : : u^{kl}_l , ÇÄÅ l ≤ h, Á {u_i} | ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. îÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ~k = ⟨k_1; : : : ; k_l⟩. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ⟨k_1; : : : ; k_l⟩, ÞÔÏ u^{k1}_1 : : : u^{kl}_l = 0, ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ 0, ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÎÏÊ, Á ÅÅ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÉÌÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ),

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ôÁËÖÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ.

œ ÇÌÁŒÅ 5 ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ É ÁÌÇÅÂÒÏÊ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÍÉ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ x^n = 0, É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ!) ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. äÁÌÅÅ ÄÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏŒ. œÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎ- ÎÙÈ ÇÒÁÆÁÍÉ ŒÉÄÁ

: : :

(ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÕÔÉ ÍÅÖÄÕ ÃÉËÌÁÍÉ É ÓÁÍÉ ÃÉËÌÙ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ Ó ÃÉËÌÏÍ, ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÂÕËŒÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÕËŒÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÔÒÅÌ- ËÁÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÉËÌÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÐÕÔÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ \ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ" ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏ- ÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÐÒÏÝÁÔØ ÇÒÁÆ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÌÏÓØ (ÌÉÂÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒËÌÁÄÙŒÁÌÉÓØ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ).

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ. œÓÑËÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÊ, ÉÄÅÁÌÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

éÔÁË, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÒÏÍÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍÍ ÉÈ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ.

œ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ÌÉÅŒÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ. œÎÉÍÁÎÉÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ ÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÂÌÅÍ Œ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ŒÏ- ÐÒÏÓ Ï ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÌÉÅŒÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ. ôÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÉÅŒÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÀÝÅÇÏ ÔÅÈÎÉËÕ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÂÚÏÒ œ. á. õÆÎÁÒÏŒ- ÓËÏÇÏ [?] É ËÎÉÇÕ ö. ïËÎÉÎÓËÏÇÏ [245]. éÄÅÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ŒÏÚÎÉËÌÁ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÅÓÅÄ Ó í. œ. óÁÐÉ- ÒÏÍ. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ŒÏÚÎÉË ËÁË ŒÁÒÉÁÃÉÑ ÉÄÅÊ ä. áÎÉËÁ. ô. çÁÔÅŒÏÊ-éŒÁÎÏŒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒŒÉÞÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ, É ÎÁÛÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÓÎÏ- ŒÁÎÏ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÉÚ{ÚÁ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÊ ÓÖÁÔÏÓÔÉ ÓÒÏËÏŒ É ÐÒÏÂÌÅÍ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÒÉŒÌÅÞØ ÅÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÏÁŒÔÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ ÎÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÓÏ- ÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔŒÏ. œ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ŒÙÓÏÔÅ É Ë ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÕÞÁÓÔÉÅ ó. œ. ðÞÅÌÉÎÃÅŒ. íÙ ÂÌÁÇÏ- ÄÁÒÎÙ å. é. úÅÌØÍÁÎÏŒÕ É á. œ. íÉÈÁÌÅŒÕ ÚÁ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ É ÍÏÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÄÅÒÖËÕ. áŒÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÔ ì. á. âÏËÕÔÑ, á. á. íÉÈÁÌÅŒÁ, œ. á. õÆÎÁÒÏŒÓËÏÇÏ, œ. ô. íÁÒËÏŒÁ, œ. í. ðÅÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

1. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏŒ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ

œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, Ô.Å. Ó ÚÁÐÉÓØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ôÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ cÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ. òÑÄ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÍÏÎÏÍÉÁÌØ- ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M | ËÏÎÅÞ- ÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=M^{(k)} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A^′ = A=I, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ M ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ k | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÁÎÎÕÌÉ- ÒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÐÒÏÅËÃÉÉ M. ðÕÓÔØ A=M^{(k)} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ l. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ Œ A ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ l, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ ÓÌÏŒÁÍÉ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m ∈ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ m^k ÓŒÏÉÍ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ l ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÓÌÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. □

1.0.1. îÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ

ðÕÓÔØ M ⊂ Wd⟨{x_i}⟩. þÅÒÅÚ ^M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ ÓÌÏŒ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ Wd⟨{x_i}⟩\ ^M | ÉÄÅÁÌ Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ Wd⟨{x_i}⟩. ïÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ

ÉÄÅÁÌ I_M Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ˘⟨{x_i}⟩. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ A_M. ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ A_W | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ v = 0, ÇÄÅ v | ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ W . åÓÌÉ {W_i} | ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ, ÔÏ A_{Wi} ÓÕÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ, ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ v = 0, ÇÄÅ v | ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ {W_i}.

éÚŒÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ^A Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ^A ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÁÖÅ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

1.0.2. óŒÅÒÈÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ

âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÌÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÁËÔÙ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. óŒÅÒÈÓÌÏŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ Œ ÏÂÏÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ, ÓÌÏŒÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÌÅŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒÏÍ, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÐÒÁŒÏ | ÐÒÁŒÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. þÅÒÅÚ u^∞ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u, ÞÅÒÅÚ u^{∞=2} | ÐÒÁŒÏÅ (ÌÅŒÏÅ) ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ (ÚÁËÁÎÞÉ- ŒÁÀÝÅÅÓÑ) ÓÌÏŒÏÍ u.

éÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ŒŒÉÄÕ | ÐÒÁŒÏÅ ÉÌÉ ÌÅŒÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ŒŒÏÄÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÉÓØ u^{∞=2} ·s·v^{∞=2} ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔ, ÞÔÏ u^{∞=2} | ÌÅŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, Á v^{∞=2} | ÐÒÁŒÏÅ.

ðÒÁŒÙÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ- ŒÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÌÅŒÙÅ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁŒÏÇÏ. íÙ ÐÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ É ÐÒÁŒÙÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ.

íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÎÏ ÍÏÖÅÍ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ Ï ÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÎÕÌÀ, Á Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | É Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. Á) óŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, É ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ.

Â) ëÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ {W_i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ {–_i}, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ∑ –_i(W_i)_k = 0

(ÞÅÒÅÚ (W )_k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË W ÄÌÉÎÙ k).

Œ) ðÕÓÔØ M | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, W | ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A, m ∈ M. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ mW ≠ 0, ÅÓÌÉ ∀k m(W )_k ≠ 0. éÎÁÞÅ Mw = 0:

Ç) ðÕÓÔØ M | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, {W_i} | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A, {m_i} ⊆ M. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ∑ m_iW_i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ∑ m_i(W_i)_k = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ É ÌÅŒÙÈ ÍÏ- ÄÕÌÅÊ.

åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÁÌÆÁ- ŒÉÔ A ËÏÎÅÞÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ (ÌÅŒÙÈ, ÐÒÁŒÙÈ, ÄŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÈ) ÎÁÄ A ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^∞ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÉÈÏÎÏŒ- ÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ Œ A. ðÒÁŒÙÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅŒÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Á ÌÅŒÙÅ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁŒÏÇÏ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÆÉÍÕÍ É ÓÕÐÒÅÍÕÍ.

éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ, ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6. Á) œ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ.

Â) ðÕÓÔØ M | Ë.Ð. ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, A | Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ∀k MA^k ≠ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ m ∈ M É ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ mW ≠ 0. □

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ É ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ | ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ. éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. Á) ðÕÓÔØ W | ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒ, ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ W , ÅÓÔØ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÔÁË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ.

Â) ðÕÓÔØ ∀k mA^k ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ W ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ mW ≠ 0, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÔÁË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒÏ.

Œ) åÓÌÉ A ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ Œ A ÅÓÔØ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÔÁË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. Á) îÁÂÏÒ ÓÌÏŒ {w_i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁË- ÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=Id({w_i}) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

Â) îÁÂÏÒ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ {W_i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ {w_i}, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W_i ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ w_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ.

ðÕÓÔØ u | ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ Œ A ÄÌÉÎÙ ≤ n. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, u ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÄÏ ÓÌÏŒÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÈÎÉËÕ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 1. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a_s ≻ · · · ≻ a_1. ðÏÌÏ- ÖÉÍ a_1 ≻ x É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A^′ = A ∗ F ⟨x⟩.

ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ u Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A^′. åÓÌÉ u | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ |u|, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ A^′, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ Ó u,

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏÍ Œ A. åÓÌÉ u | ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ A, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ A^′ ÅÓÔØ u.

äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a_s ≻ · · · ≻ a_1, M | Ë.Ð. ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ m_k ≻ · · · ≻ m_1. ðÏÌÏÖÉÍ m_1 ≻ a_s, a_1 ≻ x. ðÏÌÏÖÉÍ ~A = A⊕M, ∀i; j 0 = m_im_j = a_im_j ; —¸ (— ∈ M, ¸ ∈ A) ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ¸ ÎÁ —, ¸˛ (¸, ˛ ∈ A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^{′′} ÆÁËÔÏÒ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ~A ∗ F ⟨x⟩=I, ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ xm_i.

œ ÁÌÇÅÂÒÅ A^{′′} ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó m_k, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ~A ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ Œ A^{′′}; ÅÓÌÉ ∀k MA^k ≠ 0, ÔÏ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ ~A ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m_i. åÓÌÉ u | ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ |u|, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÄÕÌÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅ- ÒÁÃÉÉ m_i ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ A^{′′} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏÍ Œ ~A. åÓÌÉ u | ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ ~A, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ A^{′′} ÅÓÔØ u.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ.

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.9. åÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ) ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ, ÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÓÌÏŒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ. □

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ A_W , ÇÄÅ W | ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.18).

1.1. òÏÓÔ Œ ÓÌÏŒÁÈ É Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ

ðÏÎÑÔÉÅ ÒÏÓÔÁ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ, ÓÔÅÐÅÎØ ÅÅ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ". ïÎÏ ÓÌÕÖÉÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÅ- ÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. œÏÐÒÏÓ Ï ÐÏŒÅÄÅ- ÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ, ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ É ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚÕÞÁÌÓÑ ÍÎÏÇÉÍÉ ÁŒÔÏÒÁÍÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ (Œ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ) ÒÏÓÔ. äÖ. íÉÌÎÏÒ ÐÏÓÔÁŒÉÌ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÇÒÕÐÐ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. ðÒÏ- ÂÌÅÍÁ íÉÌÎÏÒÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ò. é. çÒÉÇÏÒÞÕËÏÍ [43]. òÏÓÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÉÂÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ, ÌÉÂÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌÅÎ. œ. á. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ [145] ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. ïÎÁ ÑŒÉÌÁÓØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙŒÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÙ ìÉ. á. á. ëÉÒÉÌÌÏŒ É í. ì. ëÏÎÃÅŒÉÞ [76] ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏ- ÓÔÁ | ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F . þÅÒÅÚ (x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ x, Á ÞÅÒÅÚ (¸) | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ¸. æÕÎËÃÉÑ ÒÏ- ÓÔÁ V_A(n) ÁÌÇÅÂÒÙ A | ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ

ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ n. V_A(0) = 0, V_A(1) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÏ- ÌÏÖÉÍ T_A(n) = V_A(n) − V_A(n − 1). œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ É ŒÓÅ a_i ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÁ, T_A(n) ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ ÒÏŒÎÏ n. òÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ H_A(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕËÃÉÑ ∑ V_A(n) · x^n. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ∑ T_A(n) · x^n = (1 − x) · H_A(x). æÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ W ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: V_W (n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ n, T_W (n) = V_W (n) − V_W (n − 1) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÓÌÏŒÁ W ÄÌÉÎÙ ÒÏŒÎÏ n. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ. ôÏÇÄÁ T_A(n) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÌÉÎÙ ÒÏŒÎÏ n.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÓÔ Õ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A_k É Õ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G_k ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌÅÎ: T_{Ak} (n) = k^n, T_{Gk} (n) = k(k − 1)^n. åÓÌÉ L_k | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÔÏ T_{Lk} (n) ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (ÓÍ. ÐÕÎËÔ ??) É T_{Lk} (n) > k^n=n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, Õ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÇÒÕÐÐ, Á ÔÁËÖÅ Õ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÒÏÓÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ŒÏÚÍÏÖÎÏÍ \ÁÎÏÍÁÌØÎÏÍ" ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.10. Á) ðÕÓÔØ (n) = e^{o(n)}, Ô.Å. lim_{n→∞} ln (n)=n = 0. ðÕÓÔØ ’(n) = n(n + 3)=2 + 1=o(1), Ô.Å. lim_{n→∞}(’(n) − n(n + 3)=2) = ∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A É ÄŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K É L ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÞÔÏ

1) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ K V_A(n) > (n); 2) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ L V_A(n) < ’(n).

åÓÌÉ (n) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

Â) ðÕÓÔØ (n) < Cn^k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ’ É .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ (n) = e^{√n}, ’(n) = n(n + 3)=2 + ln(n). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÏ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÏ É ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ’, ÔÏ ŒÄÒÕÇ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÂÙÓÔÒÏ É ÏÂÇÏÎÑÅÔ , É ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ.

1. áÌÇÅÂÒÁ A^∞ = ˘⟨a; b⟩=(b)^2. óÌÏŒÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÓÕÔØ ÓÌÏŒÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄŒÕÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒ b. ëÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, T_A∞ (n) = n + 1; ÐÏÜÔÏÍÕ V_A∞ (n) = n(n + 3)=2. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.11. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ K(C; ’), ÞÔÏ ÐÒÉ n > K(C; ’) V_A∞ (n) + C < ’(n). □

2. áÌÇÅÂÒÁ A^n = ˘⟨a; b⟩=I^n_b , ÇÄÅ I^n_b | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÌÏŒ, ÎÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ŒÉÄÁ ba^kb, ÇÄÅ k < n: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ k < n T_An (k) = T_A∞ (k) = k + 1: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ T_A∞ (k) ≥ 2^{[k=n]}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ÎÅ ËÒÁÔÎÙÍ n (ÎÏÍÅÒ ÏÔÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅŒÁ), ÓÔÏÉÔ ÂÕËŒÁ a, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÓÔÏÉÔ ŒÓÅ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÒÁŒÎÏ 2^{[k=n]}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.12. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N(n), ÞÔÏ ÐÒÉ k > N(n) ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

V_An (k) > T_An (k) ≥ (k):

□ éÔÁË, ÁÌÇÅÂÒÁ A^n ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÉÎÁÈ ÓÌÏŒ ÂÕ- ÄÅÔ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A^∞, ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÄÌÉÎÁÈ | ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A^{li} .

ïÓÎÏŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. ðÕÓÔØ ¸: l_1 < k_1 < l_2 < k_2 < : : : < l_i < k_i < l_{i+1} < : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÅÒÅÚ I(¸) ÍÙ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ W_1 É W_2:

W_1 = {W | l_i < |W | < k_i & ∃k < l_i : ba^kb ⊂ W };

W_2 = {W | k_i < |W | < l_{i+1} & ∃k < l_{i+1} : ba^kb ⊂ W }:

ðÏÌÏÖÉÍ W (¸) = Wd(a; b)\I(¸), A(¸) = ˘(a; b)=I(¸).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ l_i ≤ n < k_i T_{A(ff)}(n) = T_Al_i (n), Á ÐÒÉ k_i ≤ n < l_{i+1} T_{A(ff)}(n) = T_A∞ (n) = n + 1: ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.12 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ k_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ V_{A(ff)}(k_i −1) > T_{A(ff)}(k_i −1) = T_Al_i (k_i −1) > (k_i − 1), Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.11 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ l_{i+1} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÌÏÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ V_{A(ff)}(l_{i+1} −1) < ’(l_{i+1} −1). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ A(¸) ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ð.Â) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ F ⟨a; b⟩= id(b)^k ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ k ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒ b, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÕËŒ b ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÂÏÌØÛÅÍ R, ÒÁÓÔÅÔ ËÁË n^k. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ ŒŒÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: f ≻ g, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ c, k ÐÒÉ ŒÓÅÈ n cf(kn) ≥ g(n); ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: f ∼ g, ÅÓÌÉ f ≻ g É g ≻ f. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ, ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.13. ðÕÓÔØ (n) = e^{o(n)}, Ô.Å. lim_{n→∞} ln (n)=n = 0: ðÕÓÔØ ’(n) = n + 1=o(1), Ô.Å. lim_{n→∞}(’(n) − n) = ∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁ- ËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ L É ÄŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K É L ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÞÔÏ

Á) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ K V_L(n) > (n); Â) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ L V_L(n) < ’(n).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ (n) = e^{√n}, ’(n) = n + ln(n). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÏ ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ’, ÔÏ ÏÂÇÏÎÑÅÔ .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÎÅÌØÚÑ ÕÌÕÞÛÉÔØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ T_A É V_A, ÔÁË É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ T_W É V_W ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.14. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ:

Á) – = lim_{n→∞} ln(T (n))=n;

Â) lim_{n→∞}(T (n) − n), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, lim_{n→∞}(V (n) − n(n + 3)=2); Œ) ÅÓÌÉ L | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞}(V_L(n) − n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÏÓÔ ÂÙŒÁÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ, ÐÏÄÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á) ÔÅÏÒÅÍÙ 1.14 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁ- ÎÉÃÕ (\ÐÏÔÏÌÏË") Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍ 1.10, ?? ÎÅÌØÚÑ ÐÏÄÎÑÔØ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÕÎËÔÏŒ Â), Œ) | ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍ 1.10, 1.13, ?? ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ (\ÐÏÌ") ÎÅÌØÚÑ ÏÐÕÓÔÉÔØ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÐÕÎËÔÁ Á) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. ôÅÈÎÉËÁ ÒÁ- ÂÏÔÙ [145] ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{n→∞} ln(V_L(n))=n = 0, ÔÏ lim_{n→∞} ln(V_{U(L)}(n))=n = 0. ïÄÎÁËÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅ- ÄÅÌÁ lim_{n→∞} ln(V_L(n))=n = 0 ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: ÐÕÓÔØ L | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ É ÐÕÓÔØ lim_{n→∞} ln(V_L(n))=n = 0; ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ln(V_L(n))=n = 0?

1.2. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÕÓËÏÍ, ÉÌÉ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ v ÓÌÏŒÁ W ÍÙ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ W , ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. íÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ËÕÓÏË ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅÍ v Œ W . þÅÒÅÚ |W | ÍÙ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ W . W_1 ⊐ W_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |W_1| ⊃ |W_2|, É W_1 ⊒ W_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |W_1| ⊇ |W_2|. œ ÐÅÒ- ŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ W_1 ÂÏÇÁÞÅ ËÕÓËÁÍÉ, ÞÅÍ, ŒÏ W_2 ŒÔÏÒÏÍ | ÞÔÏ ÎÅ ÂÅÄÎÅÅ ËÕÓËÁÍÉ. äŒÁ ÓÌÏŒÁ U É V ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ U ∼ V , ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, Ô.Å. |U| = |V |. ðÏÎÑÔÉÑ \ÎÅ ÂÏÇÁÞÅ ËÕÓËÁÍÉ", \ÂÅÄÎÅÅ ËÕÓËÁÍÉ" ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. (âÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ) ÓÌÏŒÏÍ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ {u_n}_{n∈Z} ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. ïÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÄŒÉÇÁ fi ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U → fi(U), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ: fi({u_n}_{n∈Z}) = {v_n}_{n∈Z}, v_n = u_{n+1}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏŒÁÍÉ W_1 É W_2 ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ d(W_1; W_2) = ∑ n∈Z–_n2^{−|n|}, ÇÄÅ –_n = 0, ÅÓÌÉ n-Å ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÌÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É –_n = 1, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. (ôÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ èÅÍÍÉÎÇÁ.)

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ W | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. 2. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ fi É fi^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, Ô.Å. fi : W → W | ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

d(fi(W_1); fi(W_2)) ≤ 2d(W_1; W_2); d(fi^{−1}(W_1); fi^{−1}(W_2)) ≤ 2d(W_1; W_2):

3. äÌÑ ÓÌÏŒÁ W ÞÅÒÅÚ ^W ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚÏË ÓÄŒÉÇ ÓÌÏŒÁ W , Ô.Å. U ∈ ^W ⇐⇒ ∀" > 0 ∃n ∈ Z : d(U; T^nW ) < ", Ô.Å. ^W | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ {T^nW; n ∈ Z}.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏŒÁ U ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: Á) U ∈ ^W , Â) U ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÓÌÏŒÁ W , Œ) |U| ⊂ |W | (Ô.Å. U ⊏ W ).

ðÕÓÔØ U < V , ÅÓÌÉ ^U ⊂ ^V , É U ⊢ V , ÅÓÌÉ ^U = ^V :

1.2. òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ 17

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.17. U < V ⇐⇒ |U| ⊂ |V | (ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÓÌÏŒÁ U ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ V ). □

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 123 : : : , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÒÑÄ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. œ ÎÅÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÃÉÆÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ŒÏÏÂÝÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.18. óÌÏŒÏ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ,ÅÓÌÉ ∀k ∃n(k) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÕÓÏË ÄÌÉÎÙ k ÓÌÏŒÁ U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ ËÕÓËÅ ÓÌÏŒÁ U ÄÌÉÎÙ n(k).

òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ∀u ⊂ U ∃n(u): ∀v ⊂ U : |v| ≥ n(u) =⇒ u ⊂ v.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.19. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ W ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÙ:

Á) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ N(k) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÕÞÁÓÔÏË W ÄÌÉÎÙ k ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ W ÄÌÉÎÙ N(k);

Â) ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÕÓËÉ ÓÌÏŒÁ V ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ ÓÌÏŒÁ W , ÔÏ É ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÕÓËÉ ÓÌÏŒÁ W ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ ÓÌÏŒÁ V . □

ìÅÍÍÁ 1.20 (Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÎÅÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ V , ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ ÓÌÏŒ ÉÚ M. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.21. åÓÌÉ u | ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÁ W , É Œ ÓÌÏŒÅ W ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ u, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ W^′, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÅÄÎÅÅ ËÕÓËÁÍÉ, ÞÅÍ W . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ W ÔÁË, ÞÔÏÂÙ u ÎÅ ŒÈÏÄÉÌÏ Œ W^′. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.22. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ⊒ ÃÅÐÏÞËÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎÆÉÍÕÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.23. äÌÑ ÓÌÏŒÁ W ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÄÎÅÊÛÅÅ ÐÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍ ÓÌÏŒÏ W^′ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ W ⊒ W^′. □

íÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÉÚ ËÕÓËÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ Ò.Ò. ÓÌÏŒÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.24. ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ^W , ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ- ŒÁÍÉ W . □

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ŒÁÖÎÁ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ, Ô.Ë. ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÏÄÉÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ Ò.Ò. ÓÌÏŒ.

1.2.1. óŒÅÒÈÓÌÏŒÁ É ÄÉÎÁÍÉËÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ fi ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ. éÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ |ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ fi. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ,ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ Í.Ú.É.Í., | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÍÅÔÒÉËÉ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÒÏÍÅ ÓÅÂÑ ÓÁ- ÍÏÇÏ É ÐÕÓÔÏÇÏ. ïÂÙÞÎÏ ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ N.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. Á) í.Ú.É.Í. N ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ.

Â) ìÀÂÙÅ ÄŒÁ Í.Ú.É.Í. ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÀÔ ÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.

Œ) óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏŒÁ W ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: 1) W | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅ- ËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ; 2) |W | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ |V | (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U, ÅÓÌÉ W ⊑ U, ÔÏ U ⊑ W , Ô.Å. U ∼ W ); 3) ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ W ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Í.Ú.É.Í.

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÕÎËÔ Á) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÞÔÉ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÏÓÔØ Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x: N ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÔÏÞËÉ y = f(x). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ y ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ N, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Ë x! ïÄÎÁËÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ É ÓÉÌØÎÁÑ ŒÅÝØ: Œ N ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÏÞÔÉ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÏÓÔØ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.25. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U ∩M ≠ ∅. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n = n(U) ∈ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ÉÚ N ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ f^{(k)}(y), ÇÄÅ 1 ≤ k ≤ n, ÐÏÐÁÄÅÔ Œ U. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1.26. ðÕÓÔØ L | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Í.Ú.É.Í. N, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ L.

ðÏÎÑÔÉÅ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÅÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. åÓÌÉ ÎÁ k-ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ W ÓÔÏÉÔ 0 ÉÌÉ 1 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ f^{(k)}(y_0) Œ U, ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k f^{(k)}(y_0) ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ U) ÓÌÏŒÏ W Ò.Ò. É ÌÀÂÏÅ Ò.Ò. ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏ- ÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ N | Í.Ú.É.Í. Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÍ ôÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

2. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ Œ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ

œ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÉÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏŒÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÓÏÔ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ õÆÎÁÒÏŒÓËÏÇÏ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ- ÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÚÍÙÓÌÏŒÁ|ëÅÍÅÒÁ|âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô.Ð.

èÏÞÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ É ÌÅËÓÉ- ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØÀ: ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ u → v ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÕ, ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÏÍÕ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ŒÈÏÖÄÅ- ÎÉÅ ÓÌÏŒÁ v ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ËÕÓÏË. íÎÏÇÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÞÁÓÔÉÞÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓŒÏ- ÅÇÏ ÒÏÄÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ: ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÓÒÁŒ- ÎÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ u ≠ v É ÓÌÏŒÁ us É vs ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÏ ÓÌÏŒÁ us É vs ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ É ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄ.

2.1. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ Œ ÓÌÏŒÁÈ

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÏÚÎÉË- ÎÏŒÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. œ ÄÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÓÁÍÙÊ ÞÉÓÔÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

2.1.1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u^∞

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ‹, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ u ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u = u^′b, ÇÄÅ b | ÂÕËŒÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ‹(u) = bu^′. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ m = |u|.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {‹^k(u)} ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ë ÓÌÏŒÕ u. ðÕÓÔØ u = v^q , ÇÄÅ ÓÌÏŒÏ v ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ- ÐÅÎØÀ. ôÏÇÄÁ ‹^k(u) = u ⇐⇒ q ÄÅÌÉÔ k. □

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ÓÄŒÉÇÉ u^∞ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ‹. þÅÒÅÚ u ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. Á) ðÕÓÔØ |v| = N|u| = |v^′|, É ÐÅÒŒÁÑ ÂÕËŒÁ v^′ ÎÁÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ ÂÕËŒÙ v. ôÏÇÄÁ v^′ = ‹(v).

Â) åÓÌÉ ÐÅÒŒÁÑ ÂÕËŒÁ v^′ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ k ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ ÂÕËŒÙ v, ÔÏ v^′ = ‹^k(v).

Œ) ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÄÓÌÏŒÁ u^∞ ÄÌÉÎÙ N|u| ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ ËÒÁÔÎÏ ÐÅÒÉÏÄÕ.

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. Á) îÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÓÌÏŒÏ ÉÚ A_u∞ . åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ |u| Õ ÄŒÕÈ ÐÏÄÓÌÏŒ v É v^′ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ u^∞ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ. åÓÌÉ |c| ≥ |u|, É d_1 É d_2 ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ cd_1 ÉÌÉ cd_2 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ u^∞.

Â) îÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÓÌÏŒÅ u^∞ ÓÌÏŒÁ v ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ |u| ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÒÁÔÎÏÅ ÐÅÒÉÏÄÁ.

Œ) ðÕÓÔØ |v| ≥ |u|; v^2 ⊂ u^∞. ôÏÇÄÁ v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏŒÁ u. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_u∞ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁÍ ŒÉÄÁ u^k. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. åÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ |u| Œ ÓÌÏŒÅ W ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÁÍÉ u^∞, Ô.Å. ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ u, ÔÏ ÓÁÍÏ ÓÌÏŒÏ W ⊂ u^∞. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ A^F_u ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ≤ |u|. □ ìÅÍÍÁ 2.5 (Ï ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ). ðÕÓÔØ t = t_1vt_2 ⊂ u^∞, v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó u: ôÏÇÄÁ ∀k ≥ 0 t_1v^kt_2 ⊂ u^∞. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, t_1t_2 ⊂ u^∞ É t_1v^2t_2 ⊂ u^∞. □

ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÐÅ- ÒÉÏÄ, Á Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÆÆÅËÔÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÂÒÅÚÁÎÉÅÍ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÅÓÔÁËÏŒÁ, ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ, ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÄÌÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÉÖÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÌÅÍÍÙ. îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÏÎÉ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ uW = W s. ôÏÇÄÁ uW | ÐÏÄÓÌÏŒÏ u^∞. óÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u^nr, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ÓÌÏŒÁ u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ W | ÎÁÞÁÌÏ uW , ÔÏ ∀k u^kW ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ u^{k+1}W . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, uW | ÎÁÞÁÌÏ u^{∞=2}. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.7. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ u ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ W , ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s É t ÓÌÏŒÁ u É W ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ: u = t(st)^l, W = t(st)^k , k ≥ l. □

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. uW ≻ W s ⇐⇒ W s ≺ u^{∞=2}, uW ≺ W s ⇐⇒ W s ≻ u^{∞=2}. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9. ãÅÐÏÞËÁ ÓÌÏŒ U = {u^kt}^∞_{k=0} ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÌÉÂÏ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏ- ÄÏÍ u (Ô.Å. t ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ u^{∞=2}). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ u É v ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ W , |u| ≥ |v|. æÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ u. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) ðÏÄÓÌÏŒÁ u É v { ÓÒÁŒÎÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÁ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÅÄÅÔ Ë ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ, ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ.

Â) ïÄÎÁ ÉÚ ÚÁÍÅÎ u → v ÌÉÂÏ v → u ŒÅÄÅÔ Ë ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ W . Œ) v ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ u, ÓÌÏŒÏ W ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ËÕÓËÏÍ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ v É ÎÁÛÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ u ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ËÕÓËÅ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.11. Á) ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÐÒÁŒÏ ÓÌÏŒÏ, W = vuW^′ = vW^′. ôÏÇÄÁ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ v. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ W ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÐÒÁŒÙÍ ËÏÎÃÏÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

Â) ðÕÓÔØ W | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, W = vuW^′ É vW^′ | ÎÁÞÁÌÏ W . ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ vu^kr, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ÓÌÏŒÁ u.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ ut É vt ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏ- ÄÉÞÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ max(|u|; |v|).

Œ) ðÕÓÔØ e_i | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u, Á f_i | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÎÃÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f_1u^2 ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó f_2u^2, ÔÏ f_1 = f_2; ÅÓÌÉ u^2e_1 ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ u^2e_2, ÔÏ e_1 = e_2. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. óÌÏŒÏ W = u^k, ÇÄÅ k > 1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ W = u^kr, r | ÎÁÞÁÌÏ u, ÔÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÐÅÒÉ- ÏÄÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ W = vu^kr (r | ÎÁÞÁÌÏ u), ÔÏ ÓÌÏŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏ- ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ; v | ÅÇÏ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ, Á u | ÐÅÒÉÏÄ. ðÏÒÑÄÏË ÓÌÏŒÁ W ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |v| + |u|. åÓÌÉ W = vu^k, ÔÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏŒÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ m ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ m ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.12. åÓÌÉ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉ- ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÔÏ ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ÐÅÒŒÏÊ ÂÕËŒÙ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÕÍÅÎØÛÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. □ ï ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÐÏÒÑÄËÁ m | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ ÐÅÒÉÏÄÁ m, É ÅÓÌÉ W = u^kr, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌÏ u, ÔÏ W = sv^k, ÇÄÅ v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó u, s ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ v. ðÒÉ ÜÔÏÍ v = ‹^{|s|}(u). ó ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÉÎÁÞÅ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ (É ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚŒÁÔØ) ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |W | ≥ 2m, ÔÏ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ŒÌÅÞÅÔ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ. ïÄÎÁËÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÁÑ \ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ".

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. óÌÏŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ- ÒÑÄËÁ m, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ au^krb, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌÏ u, |a|+|b|+|u| ≤ m. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÓÌÁÂÏ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÌÁÂÏ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞ- ÎÙÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ m + 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁ, ËÁÖÄÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ m.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.14. óÌÏŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÎÁ- ÞÁÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m, Á ÏÎÏ ÓÁÍÏ ÔÁËÉÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ËÏÎÅÃ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.15. ëÁÖÄÏÅ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÅÇÏ ËÏÎÃÏÍ. åÓÌÉ ÏÄÎÏ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÏÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÅÅ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÏÂÏÉÈ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.16. ðÕÓÔØ l | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÕËŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ, X(R) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ R, X_k(m) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ m- ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ≤ m. ðÕÓÔØ T (m; R) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ≤ m. ôÏÇÄÁ Á) X(m) < l^{m+1}m; T (m; R) < Rml^{m+1}; Â) X_k(m) < l^m(l − 1)m · km = l^m(l − 1)m^2k:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎ l^m ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. éÍÅÅÔÓÑ m ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ É ÐÅÒÉÏÄ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕËŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ (l − 1) ÓÐÏÓÏÂÏÍ. îÁËÏÎÅÃ, m- ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k-À ÓÔÅÐÅÎØ, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ŒÙÛÅ mk. □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.17. Á) íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ u ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m + 1 É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2m:

Â) ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ Y (m) ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ l^m(l − 1)m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.12 É ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ u ÉÌÉ ËÏÎÅÃ u ÄÌÉÎÙ |u| − 1 ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÏŒÎÏ m. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÐÅÒÅËÒÙÔÉÑÈ. ðÕÎËÔ Â) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á). □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÔÏÞÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ.

2.1.2. ðÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÓÌÏŒ

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÓÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ ÓÌÏŒÁ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÐÅ- ÒÅËÒÙÔÉÑ.

ìÅÍÍÁ 2.18 (Ï ÐÅÒÅËÒÙÔÉÑÈ). åÓÌÉ ÄŒÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒÁ ÐÅÒÉÏÄÁ m É n ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ m + n − îïä(m; n), ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÙ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.19. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÏŒ m É n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, m ≥ n: ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÕÓÏË ÄÌÉÎÙ 2m, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. □

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÒÙÔÉÑÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.20. Á) åÓÌÉ ÄŒÁ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒÁ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n É ÐÏÒÑÄËÁ ≤ m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m + n − 1, ÔÏ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ max(m; n).

Â) äŒÁ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ 2m: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Â) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á). œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.12 É ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÍ ÓÐÕÓËÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÁ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙÍÉ. á ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÒÙÔÉÑÈ. □

ðÅÒÅËÒÙÔÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ m-ÔÉÐÏŒ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.21. Á) åÓÌÉ ÄŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÁ ÐÏÒÑÄËÁ m ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m, ÔÏ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËŒÁ- ÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ.

Â) åÓÌÉ ÄŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÐÏÒÑÄËÁ m ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m, ÔÏ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ.

Œ) äŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ ≥ m + 1:

Ç) îÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌ. □

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÓÌÏŒÁ. îÁÚÏŒÅÍ m- ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ u ËÏÎÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ËŒÁÚÉÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m; ÅÓÌÉ ÖÅ u | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÔÏ u ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ m-ËÏÎÃÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.22. Á) äŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m-ËÏÎÃÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m + 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÉÎ m-ËÏÎÅÃ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÒÕÇÏÇÏ.

Â) ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ m-ËÏÎÃÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ l^m(l − 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ; m-ËÏÎÅÃ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ. □ òÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÏÓÎÏ- ŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÓÌÏŒ Ë ËÕÓÏÞÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.23. ðÕÓÔØ Y = {u_i} | ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ. œÙÓÏÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ W ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ h ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ w ∈ W ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ u^{k1}_{i1} u^{k2}_{i2} : : : u^{kr}_{ir} , ÇÄÅ r ≤ h. áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÙÓÏÔÕ h ÎÁÄ Y , ÅÓÌÉ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÍ ŒÙÓÏÔÕ h ÎÁÄ Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ôÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m, Y | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m. ôÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y . □

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ËÕÓÏÞÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ. éÚ ÎÅÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ (ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÉÌØÁÌÇÅÂÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ûÉÒÛÏŒÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÎÁÄ ËÁËÉÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÌÏŒ Y ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕ- ÞÁÊ ŒÏÐÒÏÓÁ ÏÂ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ PI-ÁÌÇÅÂÒÁÈ. ïÔŒÅÔ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.24 (á. ñ. âÅÌÏŒ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ m = PIdeg(A) | ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏŒÏ, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏŒÁ u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (uv)^n = u(vu)^{n−1}v, É ÅÓÌÉ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒÁ v_1 É v_2, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ??, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÉÖÅ. ðÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ |u| ≤ n É u ÎÅÃÉËÌÉÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.22, A_u ∈ Var(A) É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. œ ÓÉÌÕ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ A_u, ÐÒÏÅËÃÉÑ Y ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÀ 2.3 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_u ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ë ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÓÌÏŒÁ u. ðÏÜÔÏÍÕ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏŒÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÔÉÐÁ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÓÏÔÙ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÁÎÏÎÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÁËÖÅ ç. ð. þÅËÁÎÕ [157]. ïÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒ ÉÚ Y ŒÐÅÒŒÙÅ ÂÙÌÁ ÓÎÉÖÅÎÁ é. œ. ìØŒÏŒÙÍ [100] (c m ÄÏ m − 1).

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ŒÙÓÏÔÕ h. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÓÏÔÁ ÂÏÌØÛÁÑ, ÔÏ ÓÌÏŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.25. óÌÏŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ m ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÞÁÓÔÅÊ

W = w_1w_2 : : : w_m; ÇÄÅ w_1 ≻ w_2 ≻ · · · ≻ w_m:

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ŒÁÖÎÏÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏ- ÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.26 (á. é. ûÉÒÛÏŒ). Á) ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ m- ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ W ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ w_i, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ W .

Â) åÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

x_1 : : : x_m = ∑ œ≠id

–_œ x_{œ(1)} : : : x_{œ(m)}

ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÓÌÏŒÏ W ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÅÎØ- ÛÉÈ ÓÌÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÓÌÏŒÁ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏŒ, m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ.

äÒÕÇÏÅ (ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏÓÔÉ óÌÏŒÏ W m- ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ s_0v_1s_1v_2 : : : s_{m−1}v_ms_m, ÇÄÅ v_1 ≻ v_2 ≻ · · · ≻ v_m.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.27. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ W = s_0vs_1v : : : s_{m−1}vs_m, É ÓÌÏŒÏ v ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ (ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ), ÔÏ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ v ÓÁÍÏÅ ÓÔÁÒÛÅÅ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÏ, ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ | ŒÔÏÒÏÅ ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ É Ô.Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÓÌÏŒÁ W ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÚ ÕÖÅ ÎÅÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒ. □

éÔÁË, ÓÌÏŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ n ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ n- ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÏ ÔÏÌØËÏ Œ n-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÏŒÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.28. óÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÎÅÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ m-ÔÉÐÁ, Á ÔÁËÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ m-ÔÉÐÁ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.29. m-ÔÉÐÏÍ ÓÌÏŒÁ W ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ W ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ m, m-ÔÉÐÏÍ W ÎÁÚÏŒÅÍ ÓÁÍÏ W . íÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ m-ÔÉÐÏÍ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔŒÅÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ Õ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ m-ÎÁÞÁÌÁ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÁ. ïÎÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÁÌØ- ÔÅÒÎÁÔÉŒÕ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ | ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ. üÔÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ŒÙÓÏÔÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô.Ä.

ìÅÍÍÁ 2.30. Á) ðÕÓÔØ u_0 = W , W = v_1u_1 = v_2u_2 = · · · = v_mu_m, |v_i| = i. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ:

1) ÓÌÏŒÁ u_i ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÅÐØ; 2) ÓÌÏŒÏ W ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ v_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i É ÐÅÒÉÏÄÏÍ s, ÐÒÉÞÅÍ v_is = v_j ; ÐÏÒÑÄÏË W ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m. Â) ðÕÓÔØ u | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ, u^{(i)} | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÎÃÙ. ôÏÇÄÁ u^{(i)}uu ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÅÐØ.

ðÕÎËÔ Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏŒÅ ÅÓÔØ ËŒÁ- ÄÒÁÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÉÏÄÁ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.31. Á) ðÕÓÔØ ∀i |v_i| ≤ m É ÐÒÉ i ≠ j v_i ≠ v_j . ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ {v_it} ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÌÉÂÏ t ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m.

Â) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (zv)^{(i)} Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (zv)_i(zv)^{(i)} = zv. ðÕÓÔØ |zv| > R > m. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ (zv)_R ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ m, ÌÉÂÏ ((zv)^{(i)})_R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. □

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÁŒÙÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏÍ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÎÏ, ÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÎÃÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

ðÓÅŒÄÏ- É ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 2.32. Á) ðÕÓÔØ |z| = R, z ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ m. ôÏÇÄÁ z ÓÏÄÅÒÖÉÔ [R=m]-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ≤ m.

Â) œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, ÐÕÓÔØ W ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, K | ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (u)^{(i)} = V , ÇÄÅ V | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÃ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒÁ W , É k_0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ K, v = v_{k0} . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ s, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ K v_k = vs^{nk} , ÇÄÅ n_k = (k − k_0)=|s|. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.33. åÓÌÉ |t| ≥ mk, ÔÏ t ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ m, ÌÉÂÏ m ÐÏÄÓÌÏŒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÃÅÐØ. □

üÔÉ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÓÁÍÏ t ÉÍÅÅÔ m ÎÅÐÅÒÅËÒÙŒÁÀ- ÝÉÈÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ ÓÌÏŒÏ W , ÔÏ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.16 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.34. Á) ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ m-ÔÉÐÏŒ ÓÌÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ≤ m, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ l^{m+1}m^2k:

Â) ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ ≥ mk ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙÍ ÐÏ- ÒÑÄËÁ m É ÓÏÄÅÒÖÉÔ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ≤ m, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÏÉÍ m-ÔÉÐÏÍ.

Œ) åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ l^{m+1}m^4k^2, ÔÏ Œ ÓÌÏŒÅ W ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ l^{m+1}m^3k ËÕÓËÏŒ ÄÌÉÎÙ mk, ÉÚ ÎÉÈ m ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÊ m-ÔÉÐ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.35. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ l^{m+1}m^4k^2, ÔÏ ÌÉÂÏ W m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÉÚ n < m ÂÕËŒ ÐÏŒÔÏ- ÒÑÅÔÓÑ k ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ. □

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ m-ÔÉÐÏŒ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÁ l^{mk}: Œ ÓÌÏŒÅ ÄÌÉÎÙ m^2kl^{mk} ÎÁÊÄÕÔÓÑ m ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÐÏÄ- ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ mk ËÁÖÄÏÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.36. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ m ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ ÉÎÄÅËÓÁ k. ôÏÇÄÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ l^{m+1}m^4k^2. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÏÐÒÏÓ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ á. ç. ëÕÒÏÛÅÍ. ïÎ ÂÙÌ ÒÅÛÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ é. ëÁÐÌÁÎ- ÓËÉÍ. åÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÍ. ðÅÒŒÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ á. é. ûÉÒÛÏŒÙÍ ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ. ïÄÎÁËÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏŒÁ ÉÍÅÌÏ ÔÏÌØËÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ. œ ÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÂÙÌÁ ÕÌÕÞ- ÛÅÎÁ á. ô. ëÏÌÏÔÏŒÙÍ (ÄÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ [?]) É á. ñ. âÅÌÏŒÙÍ (ÄÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ [182]). äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 îÁÇÁÔÏÊ É èÉÇÍÁ- ÎÏÍ ÂÙÌÁ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ) ÎÉÌØ-ÁÌÇÅÂÒ ÉÎÄÅËÓÁ n. éÍÉ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏŒ ÕÌÕÞÛÉÌ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÄÏ n^2. (œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.) ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ìÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎÙÍ. å. é. úÅÌØÍÁÎÏŒ ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÐÏËÁÚÁÌ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ üÎÇÅ- ÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ, ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÅÍÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ m-ÔÉÐÁ ÄÌÑ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔ ÔÒÏÊÎÙÈ ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ Õ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ m-ÔÉÐÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÒÅÚÁÔØ ÓÌÏŒÏ ÎÁ ËÕÓËÉ ÄÌÉÎÙ mk É ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅ m ÔÉÐÏŒ ËÕÓËÏŒ. ðÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄŒÏÊÎÙÅ, Á ËÕÓËÏŒ Œ mk ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.37. Á) åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÂÏÌØÛÕÀ ÞÅÍ 2l^{m+1}m^2k, ÔÏ ÌÉÂÏ W m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÉÚ n < m ÂÕËŒ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ k ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ. œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÏÃÅÎËÕ l^{m+1}m^4k^2 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÃÅÎËÕ 2l^{m+1}m^2k.

Â) óÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2ml^{m+1} ÐÏÄÓÌÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ m-ËÏÎÃÁÍÉ.

Œ) óÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ, ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ml^{m+1} ÐÓÅŒ- ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m ÞÁÓÔÅÊ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏŒÏ c, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

c = c_0!_0c_1!_1 : : : !_{r−1}c_r;

ÇÄÅ !_i | ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ m ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 2m ËÁÖÄÏÅ, c_i ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ !_i ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ÂÕËŒÕ c_i ÎÅ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, r < ml^{m+1} É ∑ |c_i| < ml^{m+1}.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ !_i Œ ŒÉÄÅ !_i = u^{ki}_i S_i, ÇÄÅ S_i | ÎÁÞÁÌÏ !_i, |u_i| ≤ m. íÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÅÊ H(m; l) ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m. ðÒÉ ÜÔÏÍ

H(m; l) < 3ml^{m+1}:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÏÂÒÁŒÛÉÓØ Ó ËÏÎÃÁÍÉ !_i, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H(m; l) < 2ml^{m+1}.

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ŒÏÚÎÉËÎÏŒÅÎÉÅ q-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÄÁÎÎÕÀ ÂÕËŒÕ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.38. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ ÂÕËŒÁ z ÉÍÅÅÔ (q+3)ml^{m+1} ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ ÓÌÏŒÏ W . ôÏÇÄÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ (zv)^q . □ äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ŒÙÓÏÔÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

2.1.3. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ Œ ÓÌÏŒÁÈ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.39. ðÕÓÔØ {u_i} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÏÄ- ÓÌÏŒ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. □

éÚ ÌÅÍÍÙ 2.30 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.40 (Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ). ðÕÓÔØ W | ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ:

Á) ÓÌÏŒÁ (W )_1; : : : ; (W )_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ;

Â) W ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ n. åÇÏ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÅÓÔØ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ (W )_i, Á ÐÅÒÉÏÄ | ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎÃÏŒ (W )_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (W )^i Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ W = (W )_i(W )^i. åÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ Â) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(W )^i} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÃÅÐØ. ðÕÓÔØ ∑ ¸_i(W )_i = 0 É ÐÕÓÔØ (W )^j | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ (W )^i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ¸_i ≠ 0. ôÏÇÄÁ W = (W )_i(W )^i ≻ (W )_i(W )^j ÐÒÉ i ≠ j É ¸_i ≠ 0: îÏ ÔÁË ËÁË (W )_j ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ (W )_i, ÓÌÏŒÏ W = (W )_j (W )^j ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏŒ. îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ W | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. Á) œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ.

Â) åÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÓÌÏŒÁ W ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÓÌÏŒÁ (W )_1; : : : ; (W )_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.41. Á) ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ n × n ÍÁÔÒÉÃ, W | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ (ÓŒÅÒÈ)ÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ W ÐÓÅŒÏÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ n.

Â) ðÕÓÔØ M | Ë.Ð. A-ÍÏÄÕÌØ, É ÐÒÉ ŒÓÅÈ k MA^k ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A^{′′} (ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.0.2), ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ n + 1 (ÅÄÉÎÉÞËÁ ÄÏÂÁŒÉÌÁÓØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÏÄÕÌÑ, ÓÔÏÑÝÅÊ ÐÅÒÅÄ ÓÌÏŒÏÍ ÉÚ A). □

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ 1 ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.0.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.42. (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, œ. á. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ.) ðÕÓÔØ (1) ÓÌÏŒÏ W = a_{i1} : : : a_{in} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ Œ ÌÅŒÏÍ ÌÅËÓÉËÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÑÝÅÊ n;

(2) ËÏÎÃÙ ÓÌÏŒÁ W ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ.

ôÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÓÌÏŒÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. □ üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÎÅÅ œ. á. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÍ [148] É ç. ð. þÅ- ËÁÎÕ [156].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.43 (ÇÉÐÏÔÅÚÁ ûÅÓÔÁËÏŒÁ). Á) ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ M_n , ÉÍÅÀÝÁÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

Â) ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Á) áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÕÓÔØ m_1; : : : ; m_n | ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ 2 É ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÕÎËÔÁ Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØÀ. □

ðÕÎËÔ Á) ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÂÙÌ ŒÐÅÒŒÙÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ é.œ.ìØŒÏŒÙÍ. éÍ ÖÅ [100] ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÕÎËÔÁ Â) Ë Á).

ç. ð. þÅËÁÎÕ [158] ÓÄÅÌÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ: 1) ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ, 2) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏŒÁ W , ÎÏ É ŒÓÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ. ôÅÈÎÉËÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÕÓÔØ W | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, É ÐÕÓÔØ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ n∑ k=1 ¸_k(W )_k = 0:

ðÕÓÔØ ~W = max_{ffk ≠0}(W )^k (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (W )^k | ËÏÎÅÃ W , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ (W )_k | ÎÁÞÁÌÕ ÄÌÉÎÙ k, W = (W )_k (W )^k). ðÕÓÔØ K | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ ¸_k ≠ 0, K ≠ ∅. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.44. Á) ~W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ s ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ~W = s^∞.

Â) ðÕÓÔØ k_0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ K, v = (W )_{k0} . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ K (W )_k = vs^{nk} , ÇÄÅ n_k = (k − k_0)=|s|.

Œ) ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ m ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ∑ k∈K ¸_kvs^{m+nk} = 0

Ç) üÌÅÍÅÎÔ

x = ¸^{−1}_{k0} ∑ k∈K; k¿k_0

¸_ks^{nk}

ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔÙ Á) É Â) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.32. åÓÌÉ k =∈ K, ÔÏ (W )_k ~W = 0. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (W )_k ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅ- ÚÏË ~W , Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÎÁ ÎÅËÏÔÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ s^p, ÐÏÓËÏÌØËÕ ~W = s^∞. œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ m ÍÁËÓÉÍÕÍ ÔÁËÉÈ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÕÎËÔ Œ). òÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ k∈K ¸_kvs^{m+nk} = 0 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ vs ∑ k∈K ¸_ks^{nk} = 0. ïÔËÕÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ÎÅ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÉÍ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.45. (ìÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ç. ð. þÅ- ËÁÎÕ.) ðÕÓÔØ (1) ÓÌÏŒÏ W = a_{i1} : : : a_{in} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ Œ ÌÅŒÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÊ n; (2) ÅÓÌÉ v_i | ËÏÎÃÙ ÓÌÏŒÁ W , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(x) ∈ xF [x]; deg f_i(x) ≤ n ÜÌÅÍÅÎÔÙ f_i(v_i) ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙ.

ôÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÓÌÏŒÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ËÏÎÃÏŒ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ u. œÏÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.0.2. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÄÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ A^{′′}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.46 (ç. ð. þÅËÁÎÕ). åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ (1) É (2) É uW ≠ 0, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ u(W )_i, i = 1; : : : n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙ ((W )_i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏŒÁ W ÄÌÉÎÙ i). □

îÁÚÏŒÅÍ ÓÌÏŒÏ W ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.10 ŒÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.47. ðÕÓÔØ W - ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ Á) ðÕÓÔØ u É v | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ W , ÐÒÉÞÅÍ |u| ≥ |v|. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ (Ô.Å. u = vs). åÓÌÉ v ▷ u, ÔÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ u ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÅÃ W .

Â) ðÕÓÔØ (W )_k | k-ÎÁÞÁÌÏ W . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ (W )_p(W )_q ≠ 0, É p+q ≤ |W |, ÔÏ (W )_p(W )_q = (W )_{p+q} . □

éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2.45 ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [158]).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.48. (çÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ç. ð. þÅËÁ- ÎÕ.) åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ∑ –_iU_i = 0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÁÍÉ W . œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {U_i} ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÓÌÏŒ, ÌÅËÓÉËÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {U_i}, Á Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U | ÓÌÏŒÏ U_j ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ðÕÓÔØ W = SU_j T . ôÏÇÄÁ 0 = ∑ –_iSU_i É SU_i ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ W Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ W ÓÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ- ÓÔÉ. □

ðÕÓÔØ W - ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n. ïÎÏ ÐÒÅÄÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ l, ÐÒÉÞÅÍ l ≤ n. ðÕÓÔØ A | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÕËŒÅ a. ëÁÖÄÏÍÕ ÅÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ Œ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌÏ W , ÚÁËÁÎ- ÞÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÜÔÉÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅÍ. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÂÕËŒÙ, ÍÅÎØÛÅÊ a, ÓÔÏÉÔ ÎÁÞÁÌÏ W , ÚÁÎÕÌÑÅÍÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A (Œ ÓÉÌÕ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔÉ W ). ôÅÐÅÒØ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ, Á ËÏÒÁÎÇ | ÑÄÒÁ.

ðÒÉÍÅÎÉŒ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.0.2 É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÏ- ÒÅÍÏÊ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.49. Á) ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒÙ a Œ ÐÅÒÉÏÄ É ÐÒÅÄ- ÐÅÒÉÏÄ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÎÇÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

Â) ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒ, ÍÅÎØÛÉÈ a Œ ÐÅÒÉÏÄ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÜËÓ- ÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. □

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÌØËÏ ÕÓÉÌÉŒÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ç. ð. þÅËÁÎÕ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.50. Á) ðÕÓÔØ A_1; : : : ; A_s −n×n-ÍÁÔÒÉÃÙ, k_i = rk(A_i). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÅ ÂÏÌÅÅ k_i ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒÙ a_i ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ A_1; : : : ; A_s ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.

Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ s É ÐÏÔÒÅÂÏ- ŒÁÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n − k_s ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ a_s É ÒÏŒÎÏ k_s ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ a_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Ð.Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.49. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Ð.Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ a_i, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ a_s ÂÙÌÁ ÂÙ ÓÔÁÒÛÅÊ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u Œ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W , ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÂÕËŒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ŒÙÛÅ l ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ËÒÁÑ W . þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ u ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÎÇÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏŒ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ u | ËÏÒÁÎÇÁ. (þÔÏÂÙ ÎÅ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ É ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÄŒÁÖÄÙ, ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ |u|.) æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 2.50 ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ([148], [156]), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ. ëÒÁÔËÏÓÔØ É ÑÓ- ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÉÚ-ÚÁ ÐÒÏÑÓÎÅÎÉÑ ÓŒÑÚÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É ÓÄŒÉÇÏŒ.

2.1.4. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ

óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÄŒÉÇÏŒÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2.51. ðÕÓÔØ u ≠ v | ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) ∃t : ut ⊂ W; vt ⊄ W ;

Â) ∃t : ut ⊂ W; vt ⊂ W ; ut É vt ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. (åÓÌÉ u É v ÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ t ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ~);

Œ) ∃s : ∀n ∈ N s^n ⊂ W É ÌÉÂÏ u = vs, ÌÉÂÏ v = us.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Á) É Â) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ s ÌÉÂÏ u = vs, ÌÉÂÏ v = us. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ s^n ⊂ W . œÏÚØÍÅÍ ÔÁËÏÅ t, ÞÔÏ ut ⊂ W , |t| > 2n|s|. ôÏÇÄÁ ut É vt ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ É vt ⊂ W .

éÚ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ut É vt ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ t ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ st, ÐÏÜÔÏÍÕ t ÅÓÔØ ÎÁ- ÞÁÌÏ s^∞. ðÏÓËÏÌØËÕ |t| > 2n|s|, ÔÏ s^n ⊂ t ⊂ W . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ Œ). □ ìÅÍÍÁ 2.52. ðÕÓÔØ u ≠ v | ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) Œ ÓÌÏŒÅ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÅ ÏÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ u;

Â) ∃r; t: rut ⊂ W , rvt ⊄ W ;

Œ) ∃s : ∀n ∈ N s^n ⊂ W É ÌÉÂÏ u = vs, ÌÉÂÏ v = us.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ Â) É Œ) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ∃t : ut ⊂ W , vt ⊂ W , ut É vt ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ u_1 = ut, v_1 = vt; ÐÅÒÅÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ v_1 ≻ u_1. éÔÁË, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ v ≻ u.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ Â) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏŒ u → v ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÌÏŒÁ x ÂÙÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ W . åÓÌÉ ÖÅ ÓÌÏŒÏ X ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ \ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ W ".

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ W | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÐÒÁŒÏ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖ- ÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÁ ÉÚ W ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ W . úÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏŒ u → v ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ W, ÐÏŒÙÛÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÏŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ W^′ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ W (ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 1.7) | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ u.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÚ W^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ W , Á ÓÌÏŒÏ W^′, ÂÕÄÕÞÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÕÓÌÏŒÉÅ Á) ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.53. ðÕÓÔØ U = {u_i}^n_{i=1} | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ŒÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) Œ ÓÌÏŒÅ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÅ ÏÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ u_i;

Â) ∃r_i; t_i : r_iu_it_i ⊂ W , É ∀j ≠ i r_iu_j t_i ⊄ W ;

Œ) ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ∃s : ∀n ∈ N s^n ⊂ W É ÌÉÂÏ u_i = u_j s, ÌÉÂÏ u_j = u_is:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÓÌÏŒ Œ ÎÁÂÏÒÅ U.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.54. Á) ðÕÓÔØ W | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ, u ≠ v | ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ. ôÏÇÄÁ ∃r; t: rut ⊂ W É rvt ⊄ W .

Â) åÓÌÉ U = {u_i}^n_{i=1} | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W , ÔÏ ∀i, 1 ≤ i ≤ n ∃r_i; t_i: r_iu_it_i ⊂ W , É ∀j ≠ i r_iu_j t_i ⊄ W .

Œ) åÓÌÉ I ≠ 0 | ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A_W , ÔÏ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ, Á ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ É ŒÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A_W =I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ É ÁÌÇÅÂÒÙ A_W ÄÁÎÙ Œ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 1.2.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ Á) É Â) ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÍ Ò.Ò. ÓÌÏŒÅ W ÓÌÕÞÁÉ Á) É Œ) ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅÍÍ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ∑ –_iu_i ∈ I. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ r_i É t_i, ÞÔÏ r_iu_it_i ⊂ W , É ∀j ≠ i r_iu_j t_i ⊄ W . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, r_iu_j t_i = 0 Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_W , É I ∋ r_i( ∑ j –_j u_j )t_i = –_ir_iu_it_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.55. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ W ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ É ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ, ÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(A_W ) = 0. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÇÌÁŒÅ 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÉÄÅÁÌÏŒ I_W ÄÌÑ ŒÓÅÈ Ò.Ò. ÓÌÏŒ W ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ (Ô.Å. ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÈ). ôÁÍ ÖÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ J(A_W ) = 0 Œ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

2.1.5. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ

íÙ ŒÉÄÅÌÉ ÓŒÑÚØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É ÓÄŒÉÇÏŒÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ. úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.56 (Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ). Á) åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÔÏ W ÐÅÒÉ- ÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T_W (n).

Â) åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ÐÒÁŒÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÔÏ W ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ T_W (n). óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ.

(îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ T_W (n) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÓÌÏŒÁ W , Á V_W (n) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ n.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÓÌÏŒÕ u ÄÌÉÎÙ n ÓÌÏŒÁ W ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ u^′ ÄÌÉÎÙ n, ÓÄŒÉÎÕÔÏÅ ÎÁ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ ŒÐÒÁŒÏ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, Á ÓÔÒÅÌËÁÍÉ | ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. ïÎ ÓŒÑÚÅÎ, ÉÍÅÅÔ T_W (n) ŒÅÒÛÉÎ É ÓÌÏŒÕ W ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ Á) ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÅÓÔØ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ T_W (n), Á Œ ÓÌÕÞÁÅ Â) | ÃÉËÌ Ó ÈŒÏ- ÓÔÏÍ (ÈŒÏÓÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÕ). T_W (n) ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ÃÉËÌÁ É ÈŒÏÓÔÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.57. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ u_i É ÄŒÅ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÅ ÂÕËŒÙ a É b ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ au_i ⊂ W É bu_i ⊂ W . □

ðÒÉÍÅÎÉŒ ÌÅÍÍÕ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.58. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ Ó ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ ÐÒÁŒÙÍ (ÌÅŒÙÍ) ËÏÎÃÏÍ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.59. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ:

Á) T_W (n + 1) = T_W (n); Â) T_W (n + 1) < n + 1; Œ) V_W (n) < n(n + 3)=2.

éÔÁË, ÅÓÌÉ W ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ, ÔÏ ∀n T_W (n) ≥ n+1, V_W (n) ≥ n(n+3)=2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÓÌÏŒÕ ÄÌÉÎÙ n+1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ T_W (n) = T_W (n + 1), ÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÓÌÏŒÕ u ÄÌÉÎÙ n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ w ÄÌÉÎÙ n + 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÏ ÓÌÕÖÉÔ ÎÁÞÁÌÏÍ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÏÄÓÌÏŒÏ u^′ ÄÌÉÎÙ n | ËÏÎÅÃ w.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ T_W (1) = 1, ÔÏ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ, ÐÕÎËÔ Â) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Á); Œ) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ n(n + 3)=2 =

∑_n i=1(i + 1), V (n) =

∑_n i=1 T (i). □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÒÁÂÏÔÁÍ á. ô. ëÏÌÏÔÏŒÁ [80], [81]. œ ÎÉÈ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÙ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. (ðÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, ÐÏÄÓÌÏŒÁ Œ ÓÌÏŒÁÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ). ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ É V_A(m) <^{m(m−1)}_2 + ms É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ m ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. ëŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞ- ÎÏÓÔØ ŒÙŒÏÄÉÌÁÓØ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ |u| ≥ T_u(d) + d, T_u(d) = T_u(d + 1). (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ ??) óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.60. Á) ðÕÓÔØ ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ u É ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ u, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌ. ôÏÇÄÁ W ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ.

Â) åÓÌÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÕÎËÔÁ Á), ÔÏ ÐÒÁŒÙÊ ËÏÎÅÃ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ. åÓÌÉ ÌÅŒÙÊ ËÏÎÅÃ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ u, ÔÏ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (uc)^∞, ÇÄÅ Ó | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ u. □

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÐÏÄÓÌÏŒ, ÞÔÏ É ÄÁÎÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ Ò.Ò. ÓÌÏŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.61. ðÕÓÔØ u ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ W . ôÏ- ÇÄÁ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â) ŒÅÒÎÏ:

Á) ðÒÁŒÙÊ ËÏÎÅÃ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ.

Â) ∃s_1 ≠ s_2; |s_1| = |s_2|; us_1 ⊂ W , us_2 ⊂ W . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.62. åÓÌÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÐÅÒŒÉÞÎÏ (Ô.Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÓŒÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ), ÔÏ ÌÉÂÏ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ k(n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∀u ⊂ W ∃s_1 ≠ s_2 : |s_1| = |s_2| = k(|u|), s_1u ⊂ W , s_2u ⊂ W . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.63. ðÕÓÔØ W | Ò.Ò. ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, u ⊂ W . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁ c_1 É c_2 ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ uc_1 ⊂ W É uc_2 ⊂ W . □

ôÅÏÒÅÍÁ 2.64. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÕÎËÔ Â) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÓÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ W , ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.65. äÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ, ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ (ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÅŒÏÊ) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÎÉÖÅ ÔÒÅÈ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ËÏÒÎÅŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ. □

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ. óÌÏŒÁ uc_1 É uc_2 ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ ŒÐÒÁŒÏ. œÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅŒÁ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÑ ÓÌÏŒÁ u, Á ÓÔÒÅÌËÁÍÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÓÌÏŒÏ É ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÒÁÓ- ÛÉÒÑÔØ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, ÔÁËÖÅ ŒÌÅŒÏ, ÔÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ É ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.66. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÇÏ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÁ (ÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ), ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ. □

2.2. âÁÚÉÓÙ ÁÌÇÅÂÒ

2.2.1. ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÓÌÏŒ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ

ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏŒ É ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÅÕÍÅÎØ- ÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ t = t_1 : : : t_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ, t_1 ≻ · · · ≻ t_p, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ S_p ÓÌÏŒÏ t_œ = t_{œ(1)} : : : t_{œ(n)} ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ Œ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÔÅÐÅÎÉ p, ÔÏ ÓÌÏŒÏ t ÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÍ. îÏ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅ n-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÎÅ n- ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÄÓÌÏŒÁ. üÔÏ ÏÂ- ÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

îÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÎÁÞÁÌÅ, Á ÇÄÅ ÕÇÏÄÎÏ. íÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÏÝÅ ÓÏÚÄÁÔØ ÇÄÅ-ÔÏ ŒÎÕ- ÔÒÉ, ÐÒÏŒÅÄÑ \ÓÇÕÝÅÎÉÅ". ïÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÊ ÔÅÈÎÉËÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÄÅ-ÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ ÕŒÅÌÉÞÉÌÏÓØ, ÔÏ Œ ÄÒÕ- ÇÏÍ ÍÅÓÔÅ ÇÄÅ-ÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.67. ðÕÓÔØ T | ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ~fi = {fi_i}^p_{i=1} | ŒÅËÔÏÒ ÉÚ T^p. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ S_p ŒÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â):

Á) ∀i fi_i É fi_{œ(i)} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ T ;

Â) ∃i: t_i > t_{œ(i)} É ∃j : t_j < t_{œ(j)}. □

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÔÏ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ Œ ÐÕÎËÔÅ Á) ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏŒÐÁÄÅ- ÎÉÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ Œ T . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÌÅÍÍÙ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ≻. œÓÅ ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÅ: ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÌÉÂÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÓÐÉÓÏË ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ŒÙÔÅËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ É ÓÌÏŒÁ u^∞ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.68. ðÕÓÔØ e_i | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u, Á f_i | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÎÃÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f_1u^2 ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó f_2u^2, ÔÏ f_1 = f_2; ÅÓÌÉ u^2e_1 ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ u^2e_2, ÔÏ e_1 = e_2. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.69. 1. ðÕÓÔØ ∀i |v_i| ≤ n É v_i ≠ v_j ÐÒÉ i ≠ j. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â):

Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ {v_it} ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉ- ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ;

Â) t ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ n.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (zv)^i Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (zv)_i(zv)^i = zv. ðÕÓÔØ |zv| > R > n. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â) ŒÅÒÎÏ:

Á) (zv)_R ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n;

Â) ((zv)^i)_R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.70. åÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ |u| Œ ÓÌÏŒÅ W ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ u^∞, Ô.Å. ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ u, ÔÏ ÓÁÍÏ ÓÌÏŒÏ W ⊂ u^∞. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ A^F_u ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ≤ |u|. □ îÁÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÒÁÎÅÅ ÌÅÍÍÕ 2.5.

ìÅÍÍÁ Ï ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ. ðÕÓÔØ t = t_1vt_2 ⊂ u^∞, v ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó u. ôÏÇÄÁ ∀k ≥ 0 t_1v^kt_2 ⊂ u^∞. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, t_1t_2 ⊂ u^∞ É t_1v^2t_2 ⊂ u^∞. □

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎÅÅ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2.32).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ |z| = R, z ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n. ôÏÇÄÁ z ÓÏÄÅÒÖÉÔ [R=n]-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ≤ n. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.71. åÓÌÉ z_1 É z_2 ÎÅ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n, z_1 ≻ z_2, É n-ÔÉÐÙ ÓÌÏŒ z_1 É z_2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ n-ÔÉÐ z_1 ÂÏÌØÛÅ n-ÔÉÐÁ z_2. □

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.67 É 2.69 Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ É Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.72. ðÕÓÔØ u = (z)_n, e_if_i = u, i = 1; : : : ; p; z = uy, z ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n. ðÕÓÔØ ff ∈ S_p. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â):

Á) ∀i e_if_{œ(i)}y = uy;

Â) ∃i; j : e_if_{œ(i)}y ≻ uy ≻ e_j f_{œ(j)}y. □

îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ i → ff(i), Á ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅÍ ff(i) + 1 → ff(i + 1). üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ t_œ = t_0t_{œ(1)} : : : t_{œ(p)}t_{p+1}. ëÏÎÃÕ ÐÏÄÓÌÏŒÁ t_{œ(i)} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ t_{œ(i+1)}. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.73. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÕÓÔØ {e_i}^p_{i=0} ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ p, Á {f_i}^{p+1}_{i=1} | ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ p + 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ e_if_{i+1} = u. ðÕÓÔØ ff ∈ S_p. ðÏÌÏÖÉÍ ff(0) = 0, ff(p + 1) = p + 1. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â):

Á) ∀i e_{œ(i)}f_{œ(i+1)}y = uy;

Â) ∃i; j: e_{œ(i)}f_{œ(i+1)}y ≻ uy ≻ e_{œ(j)}f_{œ(j+1)}y.

Œ) åÓÌÉ x ≻ z ≻ y, ÔÏ (x)_{|z|} ≻ z ≻ (y)_{|z|} □

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.74. ðÕÓÔØ ∀i, 0 ≤ i ≤ p + 1, |t_i| ≥ n = |u|, t = t_0 : : : t_{p+1} ⊂ u^∞. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ t_œ = t_0t_{œ(1)} : : : t_{œ(p)}t_{p+1} ⊄ u^∞, ÔÏ ÓÌÏŒÏ t_œ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÁ ¸ É ˛ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |¸| = |˛| = |u| = n É ¸ ≻ u ≻ ˛.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ Ï ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ 2.5, ŒÓÅ t_i ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, |t_i| > 10n). ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ t_i Œ ŒÉÄÅ t_i = f_iu^{ki} e_i, ÇÄÅ k > 2, e_if_{i+1} = u, |e_i| < n: åÓÌÉ ∀i e_{œ(i)}f_{œ(i+1)} = u, ÔÏ t_œ = t_0t_{œ(1)} : : : t_{œ(p)}t_{p+1} ⊂ u^∞. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍÉ. □

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.75. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ z ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ≤ n, u = (z)_n; |z| = K: ðÕÓÔØ zv ⊂ t_i, i = 1; : : : ; p + 1,

t = t_0 : : : t_{p+1} ⊂ (zv)^∞; t_œ = t_0t_{œ(1)} : : : t_{œ(p)}t_{p+1} ⊄ (zv)^∞; ff ∈ S_p:

ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ t_œ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ¸ É ˛ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |¸| = |˛| = |z| É ¸ ≻ z ≻ ˛.

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ¸^′, ˛^′, z^′ | n-ÔÉÐÙ ÓÌÏŒ ¸, ˛ É z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ¸ ≻ z ≻ ˛. □

œ ÇÌÁŒÅ 5 (ÓÍ. [16]) ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.76. ðÕÓÔØ u | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, É ÐÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n É ÓÔÅÐÅÎÉ p. ôÏÇÄÁ ∃t ⊂ u^∞, t = t_0 : : : t_{p+1} É ∀i 2n ≤ t_i ≤ 3n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ t ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ŒÉÄÁ t_œ = t_0t_{œ(1)} : : : t_{œ(p)}t_{p+1} ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ t_œ ⊄ u^∞. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚÒÕÛÁÔØ ÐÅÒÉÏÄ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ n.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2.75 É 2.76 ŒÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.77. Á) ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÔÅÐÅÎÉ p É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n, T (f) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ, z ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏŒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ (zv)^{2(p+1)} ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T (f) ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ŒÉÄÁ ¸, |¸| = |z|, ¸ ≻ z, É ŒÉÄÁ ˛, |˛| = |z|, z ≻ ˛.

ðÒÉ ÜÔÏÍ n-ÔÉÐÙ ÓÌÏŒ ¸, ˛ É z ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ. □ éÔÁË, Ó ÐÏÍÏÝØÀ \ÐÏÒÞÉ ÐÅÒÉÏÄÁ" ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁŒÁÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÌÅËÓÉËÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ Í«ÅÎØÛÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. Á) ðÕÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÓÏÔÙ ÎÁÄ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌ ÔÁËÏŒ. œÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÌÁÓØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ Œ ÓÌÏŒÅ (ab)^∞ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÕËŒ a É b. üÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÉÒÁÔØ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ \ÐÅÒÅËÁÞËÉ". äÁÌÅÅ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ 2 (ÒÁÚÒÕÛÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ ÄÌÉÎÙ 3) ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÔØ \ÓÇÕÝÅÎÉÅ" ÓÔÁÒÛÉÈ ÂÕËŒ. úÁÔÅÍ ŒÏÚÎÉËÌÁ ÉÄÅÑ Ï ÐÏÎÉÖÅÎÉÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ŒÎÕÔÒÉ ÐÅÒÉÏÄÁ. ôÁËÏŒ ÐÕÔØ Ë ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.77.

Â) œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ e_if_i = w. ðÏÒÑÄËÕ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ f_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÎÁÞÁÌÁÈ e_i. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ e_i ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÃ f_j Â«ÏÌØÛÉÊ, ÞÅÍ ÅÍÕ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ (Ô.Å. f_j ≻ f_i), ÔÏ e_if_j ≻ w. ôÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ËÏÎÃÏŒ f_i.

Œ) äÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË \ÎÅÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÉÒÏŒÁÎÎÏÅ T -ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ", ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ v_0v_1 : : : v_mv_{m+1} Ë \ÈÕÄÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ" ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ∑ œ≠id ¸œ x0xœ(1) : : : xœ(m)xm+1 (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.2.2).

2.2.2. œÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏÂÉŒÁÔØÓÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ŒÎÕÔÒÉ ÓÌÏŒÁ ÎÕÖÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÐÏÜÔÁÐÎÏ ÓÏÚÄÁŒÁÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.78. îÁÂÏÒ ÓÌÏŒ W ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ A= id(W) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, l(W) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. (ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ ≥ l(W) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÚ W.) åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ

ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ ≥ l_k(W) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ k ŒÈÏÖÄÅ- ÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏŒ W, ÔÏ ÎÁÂÏÒ W ÎÁÚÏŒÅÍ k-ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ. þÅÒÅÚ |W| ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ Œ W.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÏŒÙÈ ŒÙÄÅ- ÌÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÈÎÉËÁ ÐÏÉÓËÁ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÉÎÏÇÄÁ ÓÐÏÓÏÂÎÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. äÏÂÉŒÁÔØÓÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÜÔÁÐÎÏ, ÓÏÚÄÁŒÁÑ ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ. îÁÂÏÒ ÓÌÏŒ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÁÔØÓÑ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØÓÑ Œ ÎÁÂÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÌÏŒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ÎÅËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ Í«ÅÎØÛÉÈ ÔÉÐÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.79. Á) åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ {u_i} ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É ∀i v_i ⊂ u_i, ÔÏ ÎÁÂÏÒ {v_i} ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É l({v_i}) ≤ l({u_i}).

Â) åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ A ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ, B ⊃ A, ÔÏ ÎÁÂÏÒ B | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É l(B) ≤ l(A).

Œ) óÌÏŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. □

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÚÄÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ ÎÁÂÏÒÁ, ÔÏ ÍÙ ÜÔÏ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.80. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ¸ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÏÎ k-ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É l_k(¸) ≤ k|¸| · l(¸). □

ìÅÍÍÁ 2.81 (Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏŒÁÎÉÉ). ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÔÅÐÅÎÉ p, D = {d_j } | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ p (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ~) ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ c_i, C = {c_i} | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ R ÎÁÂÏÒ {(c_id_j )^R; i = 1; : : : ; |C|, j = 1; : : : ; |D|} | ÔÁËÖÅ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ. (|M| { ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ M.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ l({c_i}) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ŒÉÄÁ d_kc_ie_k, d_k, e_k | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. œÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÓÏËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ ¸ = {c_i}, ÎÕÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.38). □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.82. ðÕÓÔØ z | ÓÌÏŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ z^′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁ- ÂÏÒ ÓÌÏŒ.

åÓÌÉ z ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n, ÔÏ z^′ = {z}.

éÎÁÞÅ z^′ = N_1 ∪ N_2, ÇÄÅ N_1 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØ- ÛÉÈ ÎÅ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ ÓŒÏÉÍÉ n-ÔÉÐÁÍÉ (Ô.Å. ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏŒÁ ÉÚ N_1 ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n), N_2 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n ÄÌÉÎÙ R, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ z. (R ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ. íÙ ÐÏÌÏÖÉÍ R = 2nk, k ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.83. åÓÌÉ Ë ÓÌÏŒÕ z É ËÏ ŒÓÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ^′ (É ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ z ÉÌÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ N_2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ T (n; R) ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. T (n; R) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ n-ÔÉÐÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏ- ÒÑÄËÁ n É ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ŒÙÛÅ R. îÁÂÏÒ ŒÓÅÈ n-ÔÉÐÏŒ ÄÌÉÎÙ ≤ R ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÎÁÂÏÒÕ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ ÚÁ T (n; R) ÏÐÅ- ÒÁÃÉÊ. □

íÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ T (n; R) < Rnl^{n+1}.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ^′ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ŒÚÑÔÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ^′ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ Ë ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏŒÁÍ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÓÎÉÖÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË Ó ÐÏÒÑÄËÁ l^{m2} ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ l^m (l | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ, m | ÓÔÅÐÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÙ). ëÓÔÁÔÉ, ÐÏÎÑÔÉÅ n-ÔÉÐÏŒ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÔÏÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ Ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ.

éÔÁË, ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÐÅÒÉÏÄ ÍÏÖÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏ- ÚÄÁÔØ É ÂÏÌØÛÅÅ, É ÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ. ìÅÍÍÁ Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÚÄÁŒÁÔØ ÐÅÒÉÏÄ. óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.77 É ÌÅÍÍÙ 2.81.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.84. ðÕÓÔØ ¸ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, z ∈ ¸, z ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏŒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n. ðÕÓÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f ÓÔÅÐÅÎÉ p ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ Á) ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ z ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÎÁÂÏÒ ¸^′ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ;

Â) ÓÌÏŒÏ z ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ z^′. □

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2.83 É 2.84 ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.85 (ÇÉÐÏÔÅÚÁ ûÅÓÔÁËÏŒÁ). ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ ∀k ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ≤ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.43). ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒ- ÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ (ÎÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ) É ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ. üÔÉ ÏÃÅÎËÉ ÍÙ ÎÅ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÔÅÈÎÉËÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ.

œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÁÂÏÒÏŒ ÓÌÏŒ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ: ŒÎÁ- ÞÁÌÅ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÔÏÍ ŒÔÏÒÙÅ ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ, É Ô.Ä. åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ k ÓÔÁÒÛÉÈ ÓÌÏŒ Œ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÏÓÔÁŒ- ÛÉÈÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÏ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÌÏŒ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ÓÌÏŒÁ z ÎÁ ÎÁÂÏÒ z^′ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ), ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.86. åÓÌÉ A | Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ n. □ üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÅÒ- ŒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ. õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÅÓÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ïÎÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÔÁÒ- ÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÅŒÁ (ÊÏÒÄÁÎÏŒÁ) ÍÏÎÏÍÁ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.87. ðÕÓÔØ A | ÌÉÅŒÁ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ŒÌÏÖÅÎÎÁÑ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. åÓÌÉ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ Œ A ÏÔ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ A ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ. □

3. òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ É ÒÁÄÉ- ËÁÌÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÇÒÏÍÏÖÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

3.1. îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ É ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ

ðÒÏÓÔÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ (ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅŒÏÊ), ÏÄÎÁËÏ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÖÉÔ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. îÅÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÍÏÎÏÍÏÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ; A ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. ìÀÂÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ. óÌÏŒÏ Œ A | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ A | ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÂÅÚ ÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ. þÅÒÅÚ k ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÂÕËŒ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ A_W | ÜÔÏ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ, ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ v = 0, ÇÄÅ v | ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ W .

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏŒÏ W ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = A_W . áÌ- ÇÅÂÒÁ A ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W ÎÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.4 ÎÉÖÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. Á) óÌÏŒÏ c ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ A, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ M ÉÍÅÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ c.

Â) óÌÏŒÏ c ÐÌÏÔÎÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ A ÉÍÅÀÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ c.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ (Ò.Ò.), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÎÅÊ ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÉÎÄÅËÓÁ n; ÜÔÏ n ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. Á) óÌÏŒÏ c ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ c ÐÌÏÔÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ W ÁÌÇÅÂÒÙ A. Â) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c ÐÌÏÔÎÏ Œ W , ÔÏ c ÐÌÏÔÎÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ {w_i} ÎÅÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ c ŒÈÏÄÉÔ Œ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË w_i ÄÌÉÎÙ M, É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ. ðÕÎËÔ Â) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅ- ÏÒÅÍÕ ??. □

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. N(A) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, x ∈ N(A) ⇐⇒ x ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ Œ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ ⇐⇒ ÅÓÌÉ x = ∑ –_ic_i, –_i ≠ 0, | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ x Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏŒ c_i, ÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ c_i ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ u ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ. ôÏÇÄÁ u ∈ N(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ u ∉ N(A), ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ {c_i} É {d_i} ÓÕÍÍÁ x = ∑ ¸_ic_iud_i ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ðÕÓÔØ M = max (|c_i| + |d_j |) + 2|u|. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ x ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ M ÉÍÅÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ u. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ u ∈ N(A). ôÏÇÄÁ u ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ u ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÄÌÉÎÙ M ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W . ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ W Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÏŒ c_iu ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ c_iu ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ u. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ |c_i| < M, ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ c_i ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ x = ∑ c_iu. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ id(u) É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, Ô.Ë. ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ W , É ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ( ∑ c_iu)^n, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ A | ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 3.9. åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ n, ÔÏ A_W ÐÅÒŒÉÞÎÁ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ A_W Œ ÁÌÇÅÂÒÕ n × n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ A_W ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ n × n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÈ ÓÌÏŒ u, v Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ w ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ uvw ≠ 0. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A_W ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Œ ÇÌÁŒÅ 4. □ áÌÇÅÂÒÁ A_u, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ Ò.Ò. ÓÌÏŒÕ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A_u= id{u − u^2} ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.10. åÓÌÉ I ≠ 0 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A_u, ÔÏ A_u=I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I ∋ s = –_0c_0 +

∑_k i=1 –_ic_i, |c_i| = |c_0|, c_i ≠ c_0 ÐÒÉ i ≠ 0. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ R ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ 2|u| + |c_0|, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_u ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ R = v_1c_0v_2, ÇÄÅ |v_1| ≥ |u|. ðÏÜÔÏÍÕ I ∋ v_1sv_2 = –_0v_1c_0v_2 +

∑_k i=1 –_iv_1c_iv_2 = –_0R, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.3 ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. □

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1.4 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.54).

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ W | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ I ≠ 0 | ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A_W , ÔÏ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ, Á ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ŒÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A_W =I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.11. Á) åÓÌÉ W | ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ- ÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ, É ÁÌÇÅÂÒÁ A_W ÐÏ- ÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁ.

Â) òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÌØÒÁÄÉ- ËÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Á) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 3.5, 3.2, 3.9, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.8 É ÐÕÎËÔÁ Á). □

îÁÚÏŒÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ. óÕÍÍÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.10 É ÔÅÏÒÅÍÙ 2.54 ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.12. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ. □

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N(A) = J(A) = B(A) (ÓÍ. ÐÁÒÁÇÒÁÆ 4.3). œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ŒÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏ N(A) = J(A).

3.2. òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

äÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÅŒÏÎÅÔÅÒÏŒÙ (ÐÒÁŒÏÎÅÔÅÒÏŒÙ) ÍÏÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.43). ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÂÒÙŒÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ) ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ W | Ò.Ò. ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ, ÔÏ ÎÅÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A_W ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÁ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÁÌÏŒ Ó ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.54) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ Ò.Ò. ÓÌÏŒ. îÁÚÏŒÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ U, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ (ÓŒÅÒÈ)ÓÌÏŒ, ÎÅÔÅÒÏ- ŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÌÉÂÏ

ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÕÓËÁ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ò.Ò. ÞÁÓÔÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏŒ:

1) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ;

2) ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ uW , ÇÄÅ |u| < ∞, W | Ò.Ò. ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ;

3) ÌÅŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ W u, ÇÄÅ |u| < ∞, W | Ò.Ò. ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ;

4) ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ W_1uW_2, ÇÄÅ |u| < ∞, W_1 É W_2 | Ò.Ò. ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ;

5) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.13. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ⇐⇒ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = A_U .

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.14. óÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ Ò.Ò. ÞÁÓÔÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÉÚ U ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ÇÒÁÆÁ, Ò.Ò. ÓÌÏŒÁÍ | ÃÉËÌÙ, ÓÌÏŒÁÍ ŒÉÄÁ 2 | ÃÉËÌÙ Ó ŒÈÏÄÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, ÓÌÏŒÁÍ ŒÉÄÁ 3 | ÃÉËÌÙ Ó ŒÙÈÏÄÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, ÓÌÏŒÁÍ ŒÉÄÁ 4 | ÐÁÒÁ ÃÉËÌÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÏÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ á.16 ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 3.15. ðÕÓÔØ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ cv_ic, ÇÄÅ |v_i| ⇒ ∞, É ÐÒÉ ŒÓÅÈ i ÓÌÏŒÏ c | ÎÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ v_i. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.16. Á) ðÕÓÔØ A | ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ Wd(A) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ’(c) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ Wd(A) ŒÉÄÁ cvc ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÓÌÏŒÁ u ÄÌÉÎÙ ’(c) ÉÍÅÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ c.

Â) åÓÌÉ ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ c, ÔÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W ÄÌÉÎÙ ’(c) ÉÍÅÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ c. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ.

Œ) åÓÌÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ c ËÁË ÓÌÅŒÁ, ÔÁË É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W ÄÌÉÎÙ ’(c) ÉÍÅÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ c. □

éÔÁË, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÌÏÔÎÏÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÍ ÐÏ- ÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.17. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ Ò.Ò. ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒ Œ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÎÅÞÎÏ.

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 3.18. ðÕÓÔØ {W_i}^∞_{i=1} | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ Ò.Ò. ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ v ⊂ W_k É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ {W_{ij} }^∞_{j=1}, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.17. ðÕÓÔØ {W_i}^∞_{i=1} | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ Ò.Ò. ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÉÚ A. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë {W_i}^∞_{i=1} , Á ÚÁÔÅÍ | Ë {W_{ij} }^∞_{j=1} É Ô.Ä., ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ v_i, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ïÎÉ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 3.18. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ v ÓÌÏŒÁ ÉÚ {W_i}^∞_{i=1} ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N(v), ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i > N(v) ÓÌÏŒÏ v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ W_i. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.15, ÐÒÉ ŒÓÅÈ i > N(v) ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W_i ÄÌÉÎÙ ’(v) ÓÏÄÅÒÖÉÔ v. ðÕÓÔØ u_i | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ W_i ÄÌÉÎÙ i. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ U, ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ u_i. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ⊂ U ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ ’(v) ÓÌÏŒÁ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ v. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ c ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ W_i. ðÏÜÔÏÍÕ U ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ŒÓÅÈ W_i. îÏ Ò.Ò. ÓÌÏŒÏ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1.19) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÁÂÏÒ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ. úÎÁÞÉÔ, U ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ŒÓÅÍ W_i É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ W_i ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÌÅÍÍÙ. □

œÙÛÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ N(A) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅ ÐÏÄÓÌÏŒ Ò.Ò. ÓÌÏŒÁ É, ÐÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ.

ðÕÓÔØ {c_i}^k_{i=1} | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ N(A) (Œ ÓÉÌÕ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ A ÉÈ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ c_i ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÌÏÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.15 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 3.19. Á) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÏŒÅ v ÉÚ Wd(A) ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ u ÄÌÉÎÙ k, ÞÔÏ v = sut, ÇÄÅ s É t | ÐÏÄÓÌÏŒÁ Ò.Ò. ÓÌÏŒ ÉÚ A (Ô.Å. s É t ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ N(A)).

Â) ðÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ∈ N(A) ÄÌÉÎÙ k ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ Wd(A) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ u. □

(ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ uw = su ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6.)

éÚ Ð.Â) ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÌÅÄÕÅÔ

ìÅÍÍÁ 3.20. ðÕÓÔØ |u| = k, u ∈ N(A). ôÏÇÄÁ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÊ u, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. □

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÊ Œ ÇÒÁÆÅ ÌÅŒÙÈ (ÐÒÁŒÙÈ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ á.16 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÌÅÍ- ÍÏÊ. □

3.3. òÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÅÒŒÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.21. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁ- ÖÄÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ W .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÅ Ò.Ò. ÓÌÏŒÏ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ- ŒÉÞÎÙÍ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ | ÓÌÏŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÑ ÂÕËŒ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÉÞÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Ò.Ò., ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ b^n Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÏŒÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÏÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÄÒÕÇÉÈ ÂÕËŒ. éÄÅÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ- ÎÉÑ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ T.çÁÔÅŒÏÊ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.22. A ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ ⇐⇒ ÒÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ B(A) = 0. □

ôÅÏÒÅÍÁ 3.23. Á) óÞÅÔÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÅÒŒÉÞÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = A_W ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒŒÉÞÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W .

Â) íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÏÊ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ W = {W_i} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = A_W .

Œ) åÓÌÉ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A ÐÅÒŒÉÞÎÁ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ W = {W_i}, ÞÔÏ A = A_W , É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ W_i; W_j ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ W_k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÚ W_i ÉÌÉ ÉÚ W_j ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ W_k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.24. òÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ B(A) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ I_W ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ W .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. A ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÅÒŒÉÞÎÏÊ ⇐⇒ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A_W ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ W = u^∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ïÔÓÀÄÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÞÌÅÎÏŒ, ÓÔÁÒÛÉÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ ÄÌÉÎÅ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ, ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏ- ÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏÜÔÏÍÕ A ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ.

åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÐÕÎËÔÅ Œ), ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÒÕ- ÇÏÅ ÓÌÏŒÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ Œ) ÁÌ- ÇÅÂÒÁ A ÐÅÒŒÉÞÎÁ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÓÌÏŒ Œ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ A ÐÅÒŒÉÞÎÁ ÉÌÉ ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÕÎËÔÁ Â). ðÕÓÔØ v | ÓÌÏŒÏ Œ A. îÁÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÅÒŒÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ A, ÉÍÅÀÝÅÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ v. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {v_i} ÓÌÏŒ Œ A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ v_0 = v, v_{i+1} = v_ic_iv_id_iv_ic_iv_i. ôÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ v_{i+1} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ rv_is, ŒÓÅ v_i ÏÂSSÅÄÉ- ÎÑÀÔÓÑ Œ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ v_∞, ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ u ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ v_i. é ÐÏÓËÏÌØËÕ v_i ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ

ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ v_∞, ÔÏ u ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ v_∞. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ v_∞ ÐÅÒŒÉÞÎÏ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ v_i ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ A | ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c_i ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ v^′_i = v_ic_iv_i ≠ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ d_i v^′_id_iv^′_i ≠ 0. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ v_{i+1}. ðÕÎËÔ Â) ÄÏËÁÚÁÎ.

äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ Á). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÞÅÔÎÏ. úÁÎÕÍÅ- ÒÕÅÍ ÉÈ. ðÕÓÔØ {u_i}^∞_{i=0} | ÓÐÉÓÏË ÓÌÏŒ Œ A. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÅÒŒÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ŒÓÅ u_i.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÌÏŒ {v_i} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

v_0 = u_0; v_{i+1} = v_ic_iu_id_iv_ic_iu_ie_iv_ic_iu_id_iv_ic_iu_i

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ v_{i+1} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ rv_is, É ŒÓÅ {v_i} ÏÂSSÅÄÉÎÑÀÔÓÑ Œ ÐÅÒŒÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁÖÄÏÅ u_i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

ðÕÓÔØ v_i ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ A | ÐÅÒŒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÒÉ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ c_i v^′_i = v_ic_iu_i ≠ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ d_i v^{′′}_i = v^′_id_iv^′_i ≠ 0 É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ e_i v^{′′}_i e_iv^{′′}_i ≠ 0. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ v_{i+1}. ðÕÎËÔ Á) ÄÏËÁÚÁÎ.

ðÕÎËÔ Œ) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÕÎËÔÏŒ Á) É Â). □

4. áŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ

œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ | ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ (ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ) ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÌÁÓÓ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÔÒÏÑÔ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ | Ô.Å. ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ.

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÐÏÄ ÓÌÏŒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁ- ÔÏŒ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ (Ô.Å. ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) X. ëÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ (ëá) Ó ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ X ŒÈÏÄÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÁÍÉ ÉÚ ÁÌÆÁŒÉÔÁ X. ïÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÁÑ, É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ | ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÆÉÎÁÌØÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. óÌÏŒÏ w Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ X ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ Œ ÇÒÁÆÅ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÐÏ- ÒÑÄËÅ ÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ w.

ñÚÙËÏÍ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ (ÃÅÐÏÞÅË) Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ X. ñÚÙË L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÉÌÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ L É ÔÏÌØËÏ ÉÈ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏŒ ÓÎÏŒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. □

éÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. áŒÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÙÈÏÄÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ

(Á ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÒÅÂÅÒ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÐÕÓÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ). åÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÒÅÂÒÁ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÐÕÓÔÏÊ ÃÅÐÏÞ- ËÏÊ, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. íÏÖÎÏ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔÕ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ëá ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ëá, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ.

äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÕÄÏÂÎÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÌÁÓÓ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ëá, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÂSSÑŒÌÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÑÚÙË ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÑÚÙËÕ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ ÑÚÙËÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ). A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ ÓÌÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ.

äÁÄÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. ðÕÓÔØ u | ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A. óÌÏŒÏ v ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ u, ÅÓÌÉ uv ≠ 0.

óÌÏŒÁ u É w ÁÌÇÅÂÒÙ A ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ u ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ w.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅ- ÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

œÅÒÛÉÎÙ: ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

òÅÂÒÁ: ŒÅÒÛÉÎÁ {u} ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ {v} ÒÅÂÒÏÍ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍ ÏÔ u Ë v, Ó ÍÅÔËÏÊ a, ÇÄÅ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÅÓÌÉ ua ∼ v (Ô.Å. ÓÌÏŒÏ ua ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ v).

îÁÞÁÌØÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ: ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ: ÌÀÂÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, É ÞÔÏ ÑÚÙË, ÚÁÄÁŒÁ- ÅÍÙÊ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ, Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒ- ÔÏÍÁÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ: ÌÀÂÙÅ ÅÇÏ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔÉ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÐÏÍÅÔËÁÍÉ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ. (òÁÚÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÑÚÙËÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ.) □

4.1. æÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 47

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. ëÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁŒÎÁ n. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ≥ n − 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÎÃÏÍ ÄÌÉÎÙ n − 1. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ≤ n − 1. □

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ËÌÁÓÓ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÛÉÒÅ, ÞÅÍ ËÌÁÓÓ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÒÅÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ {a, b, c} É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ {ab^nc = 0, n = 0, 1, 2; : : : }. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ É ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. óŒÅÒÈÓÌÏŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ W ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

Á) W ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ.

Â) W ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÇÒÁÆÅ. Œ) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ W ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏŒÁ s ÓÌÏŒÁ v ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ \ÂÙÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ" W . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.9. Á) Ò.Ò. ÓÌÏŒÏ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ ⇐⇒ ÏÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

Â) ðÅÒŒÉÞÎÏÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ.

Œ) ðÅÒŒÉÞÎÁÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A_W , ÇÄÅ W | ÐÅÒŒÉÞÎÏÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. □ 4.1. æÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

ðÕÓÔØ `(A) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ A. îÁÚÏŒÅÍ ŒÅÒÛÉÎÕ ÇÒÁÆÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ, ÎÁ- ÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. îÁÚÏŒÅÍ ŒÅÒÛÉÎÕ ÄŒÁ- ÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ É ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÎÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÄÒÕ- ÇÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÄŒÁÖÄÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÅÒÛÉÎÁ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ. ãÉËÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÉÊ ÄŒÁÖÄÙ ÎÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÄÒÕÇÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ.

ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ ` ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ. îÁÚÏŒÅÍ ÃÅÐØÀ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ `, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÂÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏ- ÎÅÃ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ, É ÎÉËÁËÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ. îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ `, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÃÉËÌÏŒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, : : : , d, ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÃÉËÌÏŒ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i, i + 1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÊ

ÃÅÐØÀ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÊ ÏÔ i-ÇÏ Ë i+1-ÍÕ ÃÉËÌÕ. œ ÐÅÒŒÙÊ ÃÉËÌ ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ ÏÄÎÁ ÃÅÐØ, É ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ŒÙÈÏÄÉÔØ ÏÄÎÁ ÃÅÐØ. þÉÓÌÏ ÃÉËÌÏŒ d ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄÌÉÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

: : :

ðÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÇÒÁÆ | ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ (Œ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÕÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.10 (œ. A. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ). ðÕÓÔØ A | ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ, `(A) | ÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ.

1. åÓÌÉ `(A) ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÒÏÓÔÁ.

2. åÓÌÉ `(A) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÒÏÓÔÁ. óÔÅÐÅÎØ ÒÏÓÔÁ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌ- ÌÏŒÁ) ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÃÉËÌÏŒ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÇÒÁÆÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ Œ `(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

1. ðÕÓÔØ v | ŒÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ C_1 É C_2, u_1 | ÓÌÏŒÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÕÔÉ ÉÚ v Œ v ÐÏ ÃÉËÌÕ C_1 (ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÍÅÔÏË ÒÅÂÅÒ C_1 Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ), u_2 | ÓÌÏŒÏ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ C_2. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ u_1 É u_2 ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÒÁÎÇÁ 2 Œ A.

2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ ÞÅÒÅÚ d. ðÕÓÔØ V (n) | ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ≤ n Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ c_1, c_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

c_1n^d ≤ V (n) ≤ c_2n^d;

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c_1, c_2 ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ n.

äÏËÁÖÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÓŒÅÒÈÕ. çÒÁÆ `(A) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏŒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÕÔØ Œ ÇÒÁÆÅ ÌÅÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÇÒÁÆ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ k ÃÉËÌÏŒ, ÇÄÅ 1 ≤ k ≤ d. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ H^′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÁËÏÅ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÃÉËÌÏŒ É ÃÅ- ÐÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÉËÌÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1 (ÐÅÔÌÉ) É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÕÔÉ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1 (ÒÅÂÒÁ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n Œ ÇÒÁÆÅ H^′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ Œ H, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÃÉËÌÏŒ É ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÃÅÐÅÊ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ. îÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÞÉÓÌÏ ÐÕ- ÔÅÊ ÄÌÉÎÙ ≤ n ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. ëÁÖÄÙÊ ÐÕÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÏÒÏÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÃÉËÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÐÒÏÛÅÌ ÌÉ ÏÎ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÅÒŒÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ, É ÒÅÂÒÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ. óÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÃÉËÌÁÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ d ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁŒÎÏ

(_{n+d} d−1 ) ≤ Kn^{d−1}, ÇÄÅ K | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ n. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n · Kn^{d−1} = Kn^d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ ≤ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 3Kn^d.

ïÃÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

4.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 49

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.11. òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. □

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÆÉÎÉÔÎÏ-ÎÅÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏŒ. îÁÚÏŒÅÍ ŒÅÒÛÉÎÕ A ÇÒÁÆÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, Œ ÎÅÊ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ. üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÁÑ ŒÅÒÛÉÎÅ A. ðÏÎÑÔÉÅ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.12. Á) óÌÏŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ W_R, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÅ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ, É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ W_R, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ W_L É J_L.

Â) óÌÏŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ W_{RL}, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ É Ó ËÏÎÃÏÍ Œ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ. åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ J_{RL}. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ v ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÏÂÏÉÍ ÉÚ ÎÉÈ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ v ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ W_{RL}, ÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ W_R É W_L.)

Œ) åÓÌÉ J_R(A) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÁÌÇÅÂÒÕ A, åÓÌÉ J_L(A) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ A. åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ J_R, É J_L ÎÕÌÅŒÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÆ Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ W_{RL}, W_L, W_R, J_{RL}, J_R, J_L ÓÍ. Œ ÒÁÚÄÅÌÅ ??. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ Œ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÍ ÅÅ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÃÉËÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Œ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ÔÏ Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ É ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.13. ìÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ) ÐÒÁŒÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ Œ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÅÅ ÇÒÁÆÁ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁ- ËÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÅÌËÕ. ôÅÐÅÒØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÁŒÙÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÕÔÉ ÐÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÓÔÒÅÌËÁÍ, Á ËÁ- ÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÅÓÔØ \ÃÉËÌ Ó ÈŒÏÓÔÏÍ". îÁ \ÈŒÏÓÔÅ" ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÐÒÅÄÐÅ- ÒÉÏÄ, Á ÎÁ ÃÉËÌÅ | ÐÅÒÉÏÄ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍ Ï ÐÓÅŒÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ: ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÒÁÓÔÕÝÅÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÒÉ ŒÏÚŒÒÁÝÅÎÉÉ Ë ŒÅÒÛÉÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÄŒÉÇ. □

4.2. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

œ ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.14. áŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.15. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÄŒÕÍ ÃÉËÌÁÍ. ôÏÇÄÁ A ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.15 É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.16. ðÕÓÔØ A | ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, `(A) | ÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ:

(1) `(A) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ; (2) ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÏÓÔ; (3) ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ; (4) ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ; (5) Œ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 4.16. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.10. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (4) ⇒ (5) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (4) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.15. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ (5) ⇒ (1). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Œ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ, ÔÏ `(A) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄŒÁ- ÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÄÅÒ- ÖÁÌÁ ÂÙ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÒÁÎÇÁ 2 (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.10). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÏÓÔ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÒÁÆ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ, Á ÒÏÓÔ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ (ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏŒÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÓÏÔ). □

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ 4.14 É 4.15 ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÑŒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

4.2.1. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; n. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÞÅÒÅÚ a_1; : : : ; a_m. ðÕÓÔØ ~t_{k;ij} | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ K⟨~t_{k;ij} ⟩, ÇÄÅ k = 1; : : : ; m, i; j = 1; : : : ; n (Ô.Å. k ÉÎÄÅËÓÉÒÕÅÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A, Á i, j | ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G(A)). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ t_{k;ij} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[t_{k;ij} ]. üÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ G(A): ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ t_{k;ij} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÅÂÒÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ŒÅÒÛÉÎÙ i É j, ÐÏÍÅÞÅÎ- ÎÏÍÕ ÂÕËŒÏÊ a_k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A. ïÂÁ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÑÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÐÏÌÕ- ÇÒÕÐÐÕ ÍÁÔÒÉÃ.

• çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÉÚ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ n × n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ:

’(a_k ) = ∑ (i;j)

~t_{k;ij} e_{ij} ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ (i; j) ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ Œ ÇÒÁÆÅ G(A) ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÅ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎÙ i Ë ŒÅÒÛÉÎÅ j É ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÅ ÂÕËŒÏÊ a_k. þÅÒÅÚ e_{ij} ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

• çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ n × n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ:

(a_k ) = ∑ (i;j)

t_{k;ij} e_{ij} ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ (i; j), ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁŒÔÏÍÁÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ aabaab : : : . áÌ- ÇÅÂÒÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÇÒÁÆÏÍ G(A): 1 2

3 a a b

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ 3 × 3 ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ K[t_{a;12}; t_{a;23}; t_{b;31}] É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ

(a) =

0 t_{a;12} 0 0 0 t_{a;23} 0 0 0

; (b) =

0 0 0 0 0 0 t_{b;31} 0 0 :

íÙ ÚÁÄÁÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ É ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÏŒÁ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 4.17). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÜÔÏÍÕ ’ É ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÌÏŒÁ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ –E_{ij} , ÇÄÅ i | ÎÏÍÅÒ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÒÁÓ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, j | ËÏÎÅÞÎÏÊ. åÓÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÓÔÒÅÌËÉ, ÔÏ ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ) ÂÕÄÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍ 4.14 É 4.15. ôÅÏÒÅÍÁ 4.14 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ.

ìÅÍÍÁ 4.17. ðÕÓÔØ w = a_{k1} a_{k2} : : : a_{kl} | ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÓÌÏŒÏ w ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ ’(w), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ

’(w)_{ij} = ∑ ~t_{k1;i v1} ~t_{k2;v1 v2} : : : ~t_{kl;vl−1 j} ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÕÔÑÍ i; v_1; v_2; : : : ; v_{l−1}; j, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ (i; j), ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÍÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ a_{k1} a_{k2} : : : a_{kl} . (åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÎÅÔ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ.)

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G(A) ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ (Ô.Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÈ ÒÅÂÅÒ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÍÅÔËÏÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÙ), Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. □ ôÅÏÒÅÍÁ 4.14 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.17, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅÍÍÁ 4.17 ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ìÅÍÍÁ 4.18. ðÕÓÔØ Œ ÇÒÁÆÅ G(A) ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÈ ÒÅÂÅÒ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÍÅÔËÏÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÙ (Ô.Å. ÇÒÁÆ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ). ðÕÓÔØ w = a_{k1} a_{k2} : : : a_{kl} | ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A. åÓÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ G(A) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ i Œ ŒÅÒÛÉÎÕ j, ÍÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ w, ÔÏ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ (w) ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ

(w)_{ij} = t^{ffi v1}_{k1;iv1} t^{ffv1 v2}_{k2 ;v1v2} : : : t^{ffvr j}_{kl;vr j} ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ v_1; v_2; : : : ; v_r ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ŒÅÒÛÉÎÙ (i; j), ÞÅÒÅÚ ¸_{vh vt} ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÕÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ v_h → v_t.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÅÂÒÁÍ ÐÕÔÉ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ i Œ ŒÅÒÛÉÎÕ j. óÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÕÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÅÂÒÏ.

åÓÌÉ ÐÕÔÉ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ i Œ ŒÅÒÛÉÎÕ j, ÍÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÂÙ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ w, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ (w) ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ 0. □

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.15 ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 4.19. ðÕÓÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G(A) ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑ- ËÉÊ ÐÕÔØ Œ G(A) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÐÕÔÉ. äÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÒÅÂÒÏ ÐÕÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÙÈÏÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÐÕÔÉ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÕÔØ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ŒÅÒ- ÛÉÎÕ). ôÏÇÄÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÃÉËÌÕ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ. ôÁË ËÁË ÐÕÔØ ÄÏÌÖÅÎ ÈÏÔÑ ÂÙ ÒÁÚ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÐÅÒŒÙÍ ÒÅÂÒÏÍ ÐÕÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÂÒÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 4.14 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 4.18 É 4.19, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

åÓÌÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ, ÔÏ É ÅÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÓÌÏŒ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÁ. ïÄÎÁËÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÓÍ. [138]).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.20 (ëÌÉÎÉ). ìÀÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË ÍÁÔÒÉÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÌÀÂÁÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÐÏÌÕ- ÇÒÕÐÐÁ.) □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÐÉÒÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏÊ. œÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÓÔÒÅÌËÁÍ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ.

åÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÃÅÐÌÑÀÝÉÅÓÑ ÃÉËÌÙ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÄÒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÓÌÏŒÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ. ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ ÜÔÏÍ ÑÄÒÅ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÁËÏÍ T -ÉÄÅ- ÁÌÅ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÎÁÔØ, ËÏÇÄÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÓÌÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË | ÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÊ ÏÄÎÕ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÄŒÅ ÐÅÔÌÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ (ÏÂÒÁÚ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ). âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ | ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÁÒÙ ÃÉËÌÏŒ, ÚÁÃÅÐÌÅÎÎÙÈ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. õÓÌÏŒÉÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÒÁÇ- ÍÅÎÔÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÌÉÎÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÌÉÓØ ÎÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á ÃÅÌÙÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÚÁÃÅÐ- ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ.

îÁÚÏŒÅÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ËŒÁÚÉÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÂÅÚ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÑÄÒÁ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÙ, ËŒÁÚÉÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.21. Á) ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ËÏÎÅÞÎÁ.

Â) íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËŒÁÚÉÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Á) ÏÞÅŒÉÄÅÎ. ëŒÁÚÉÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ- ÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÑÚÙËÁ: ÑÚÙË ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÉÐÏŒ ÔÁË, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÌÀÂÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖ- ÎÏÓÔØ ŒÓÅÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËŒÁÚÉÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÏŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. œÅÒÈÎÅÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ, ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1 É ÎÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÙ. ðÏÈÏÖÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 4.6.

åÓÌÉ ÇÒÁÆ ` ÅÓÔØ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ n, ŒÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÏÊ a, ÔÏ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ~e_` ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ: ~e_` = ∑ j ~e_{`;j}, ÇÄÅ „ | ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ~e_{`;j} = ~e_j ·„^j M^{−1} ∏ i¡j –_i; –_i | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ, M | ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ. œÅËÔÏÒÕ ~e_` ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ „ · M.

4.2.2. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.16 ÄÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÎÁÌÉÞÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÁ Œ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ | ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞ- ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÈ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÇÒÏÍÏÖÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

œŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÇÌÁŒÁÈ 4.6 É 5).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ãÉËÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÅ- ÒÉÏÄ | ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, | ÎÅ ÃÉËÌÉÞÎÏ, Ô.Å. ÎÅ

ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÌÏŒÁ. íÁÌÙÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÃÉËÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ. òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ Œ ÇÒÁÆÅ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ. åÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÁÍÉ `^′ É ` ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÎÁ ÓÔÒÅÌËÁÈ É ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÚÎÙÍ ÂÕËŒÁÍ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÇÒÁÆÁ ` ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÂÕËŒÙ ÒÁÚÍÅÔËÉ `^′, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ `^′ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ` ÒÁÓËÌÅÊËÏÊ ÂÕËŒ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÁÆÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÍ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ ÏÎÏ Œ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÕÌÅŒÏÅ. œÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ C, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. œÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÄŒÅ ÄÁÎÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÃÉËÌÁ A É B ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ: R^kS, ÇÄÅ R ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÐÅÒÉÏÄÕ ÃÉËÌÁ, Á S | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ A Ó B.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_u ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u^∞ = uuu : : : . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u ÎÅ ÃÉËÌÉÞÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÓŒÏÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.22. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A_u ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ K_n, ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÌÇÅÂÒÕ A_u ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ G(A) (ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ). íÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ ÃÉËÌÁ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ u. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (A) ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔŒ A, ÞÅÒÅÚ T (K_n) | ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁ- ÔÒÉÃ K_n. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ F ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K. ôÁË ËÁË ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÌÑ ÎÁÂÏÒ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, T (A) ⊇ T (F_n) = T (K_n).

ïÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ (A) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ŒÓÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ F_n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F · (A). ðÕÓÔØ u = a_{k1} a_{k2} : : : a_{kn} , ÒÅÂÒÁ i → i+1 ÇÒÁÆÁ G(A) ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÁÍÉ a_i, i = 1; : : : ; n − 1, ÒÅÂÒÏ n → 1 ÐÏÍÅÞÅÎÏ ÂÕËŒÏÊ a_{kn} . éÚ ÌÅÍÍÙ 4.19 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÓÌÏŒÁ

(a_{ki} a_{ki+1} : : : a_{kn} ua_{k1} : : : a_{kj−1} )

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ËÒÏÍÅ (i; j), ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, Á ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F . þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ e_{ij} , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. □

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ, ÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T (A) ⊆ T (K_n).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.23. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁŒÎÁ ÍÁË- ÓÉÍÕÍÕ ÉÚ ÄÌÉÎ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.24. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ Œ ÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ

4.3. óÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 55

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: a b c • −→ •^{−→}_{←−} • −→ • b íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÃÉËÌÁ ÚÄÅÓØ ÒÁŒÎÁ ÄŒÕÍ, ÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô.Ë. Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ [x_1; y_1][x_2; y_2][x_3; y_3] = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÌÉÎ ÍÁÌÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ŒÓÅÈ ÃÉËÌÏŒ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ 2.40 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.25. Á) íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÉÌÉ PI) ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÐÅÒÉÏÄÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

Â) üÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÍÁÌÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÍ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ. œ ÓÌÕÞÁÅ PI- ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÒÅÓÅÎ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ.

é Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÄÅÌÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.26. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÐÒÑ- ÍÁÑ ÓÕÍÍÁ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ. □

4.3. óÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

áŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÓŒÏÅÍÕ ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ É ÒÁŒÅÎ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `(A) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÁÌÇÅÂÒÙ A. þÅÒÅÚ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ `(A).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.27. òÁÄÉËÁÌÙ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ, âÜÒÁ É ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ. òÁÄÉËÁÌ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÕÔÉ Œ ÇÒÁÆÅ `(A), ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ ÃÅÌÉËÏÍ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÔÉ. ëÁË ÉÄÅÁÌ ÒÁ- ÄÉËÁÌ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ n.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂ- ÓÏÎÁ É ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÇÌÁŒÁ 3). ïÄÎÁËÏ ÒÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ (ÐÅÒŒÉÞÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.28. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ

(1) A ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ v ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ uvu ≠ 0; ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ Ó ÎÅÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ.

(2) A ÐÅÒŒÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ u; v ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ uwv ≠ 0. éÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ïÂÒÁÔÎÙÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ŒÙÔÅ- ËÁÀÔ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ÓÌÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.29. œÙÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ G ⊆ `(A) Œ ÇÒÁÆÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÒÁÆÕ G, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, A^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÎÏ- ÓÔØÀ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.30. ðÕÓÔØ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ≠ x ∈ A. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u ÓÔÁÒÛÅÅ ÓÌÏŒÏ x. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.28 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ v_1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ uv_1u ≠ 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓÎÏŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.28 Ë ÓÌÏŒÕ uv_1u, ÐÏÌÕÞÉÍ v_2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ uv_1uv_2uv_1u ≠ 0. äÅÊÓÔŒÕÑ É ÄÁÌÅÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÐÒÁŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ W ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ u ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÅÒÅËÒÙŒÁÀ- ÝÉÈÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ u Œ W : ÐÕÓÔØ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÓÌÏŒ (W )_{k1} , (W )_{k2} ; : : : , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ (W )_i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ÓÌÏŒÁ W ÄÌÉÎÙ i. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ A: ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ (W )_{ki} ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ `(A). ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ (W )_h, (W )_t, ÇÄÅ t > h É t − h > |u|. óÌÏŒÏ (W )_t ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ (W )_hzu ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z. éÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (W )_h É (W )_hzu ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ U = (zu)^∞ = zuzuzu : : : ÏÔ- ÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A_U . œ ÇÌÁŒÅ 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ. ðÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÅ A → A_U ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ A_U (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ x ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÈÏÄÉÔ ÓÌÏŒÏ u). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x =∈ J(A). □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.30 ÎÅŒÅÒÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.27. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÕÔÉ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÎÉ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÔÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ J(A=I) = 0.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, A=I | ÁŒ- ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÄÇÒÁÆÏÍ ÇÒÁÆÁ `(A), ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÏÓÔÁŒ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÕÔÅÊ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.29). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A=I ŒÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.28 ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁ. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.30. □

îÁÚÏŒÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÅÇÏ ÄŒÕÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ Œ ÄÒÕÇÕÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.31. òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁŒÅÎ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ P_i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ G_i ÇÒÁÆÁ `(A). éÄÅÁÌ P_i ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÕÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ÐÏÄÇÒÁÆÁ G_i. ëÁË ÉÄÅÁÌ P_i ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ n. æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=P_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÇÒÁÆÏÍ G_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÔØ ÌÅÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ G_i ÇÒÁÆÁ `(A). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ P_i ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÕÔÉ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÕÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.27 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ P_i ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÄÉËÁÌÏÍ. ðÅÒŒÉÞÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÏŒ P_i ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.28 É ÓÉÌØÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÏÄÇÒÁÆÏŒ G_i. □

4.4. îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ

ôÅÍÁ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ ÚÁÄÁÎ- ÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÒÏŒÅÒÑÀÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ x ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ x ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. áŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÇÒÁÆÏÍ `(A).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.32. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ `(A) ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÍÅÅÔ n ŒÅÒÛÉÎ, x ∈ A | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ t ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x^t = 0). ôÏÇÄÁ x^n = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.33. úÁÄÁÞÁ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÙÍ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. œÙÛÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ A ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ n × n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4.14). èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÌÏ (ÓÍ. [195]). óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÎÁÄ ÔÅÌÏÍ. îÏ ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. (ìÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÔÅÌÏÍ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÏŒ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ M, M^2; : : : ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M^n = 0.) □

ó ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. íÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.34. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÏŒÅÒÑÀÝÉÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÁ- ŒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÑŒÌÑÌÉÓØ

ÂÙ ËÏÎÃÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍÉ, ËÁË ÌÅŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ. ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÓÔÒÏËÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÑÔ Œ ÓÔÒÏËÁÈ 1; 2; : : : ; i_1, Á ÎÉÖÅ ÉÄÕÔ ÎÕÌÉ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ËÁË Œ ÍÅÔÏÄÅ çÁÕÓÓÁ, ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÍÉÎÏÒÁ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, Œ ÓÔÒÏËÁÈ i_1 + 1; : : : ; n. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÀ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ). åÓÌÉ ÖÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÒÏË ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. ôÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ

1) ÌÅŒÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ; 2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ LM = 0 É ÓÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ L ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ dn(n + 1)=2, ÇÄÅ d | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ M.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.34 ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔ y ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ. œÌÏÖÉŒ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ y ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ. ïÄÎÁËÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÑÓÎÏ, ŒÓÅÇÄÁ ÌÉ ÌÅŒÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÏÂÒÁÚÁ y ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖ- ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

4.4.1. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÞÅÒÅÚ a_1; : : : ; a_s. úÁÆÉË- ÓÉÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ y ∈ A. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÌÉ- ÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ xy = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ deg y = n, É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ n ÂÕÄÅÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ `(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÍÅÅÔ m ŒÅÒÛÉÎ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ `(A) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ A. äŒÁ ÓÌÏŒÁ u É v ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ:

u ∼ v ⇐⇒ (∀w uw ≠ 0 ⇐⇒ vw ≠ 0) :

áÌÇÅÂÒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ, ÅÓÌÉ |`(A)| < ∞, Ô.Å. ÉÍÅÅÔÓÑ m ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ d_1; : : : ; d_m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÄ- ÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÏŒ d_i. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ u É v ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÏŒ) x ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ux = 0, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ vz = 0. (üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏËÒÁÝÁÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.)

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÌÅÍÍÕ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K É ÞÔÏ 1 ∈ A.

ìÅÍÍÁ 4.35. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ xy = 0. ôÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ d É ÜÌÅÍÅÎÔ x^′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ dx^′y = 0, É ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x^′ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ x ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ x = a_1x_1 + · · ·+a_sx_s, ÇÄÅ a_i | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A (Ô.Å. ÂÕËŒÙ), Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_i ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ, ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ x. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÂÕËŒ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ i ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a_ix_iy = 0. œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ i_1, ÞÔÏ x_{i1} ≠ 0. åÓÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_{i1} ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒÁ d ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ a_{i1} . éÎÁÞÅ ÏÔ x_{i1} ÍÏÖÎÏ ÏÔÝÅÐÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÂÕËŒÕ a_{i2} ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ a_{i1} a_{i2} x_{i1 ;i2} y = 0, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. òÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÒŒÅÔÓÑ. □

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ xy = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ y ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ, É ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÞÅÒÅÚ n. þÅÒÅÚ —d, ÇÄÅ d | ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ d, Ô.Å. ŒÅÒÛÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ `(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A. œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÇÌÁŒÎÕÀ ÒÏÌØ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A:

W¯_{d;k} = {x: deg x ≤ k & dxy = 0}; V¯_{d;k} = {x: deg x ≤ k & deg(dxy) < deg d + n}:

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÂÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ W¯_{d;k} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ d É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÌÉÂÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ d, k ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W¯_{d;k} ÎÕÌÅŒÙÅ. œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V¯_{d;k}. œ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ dxy ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ: Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ dxy, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÔÅÐÅ- ÎÑÍÉ, ÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÍÉ deg d + deg y, ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W¯_{d;k} ⊆ V¯_{d;k}. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W¯_{d;k} Œ V¯_{d;k} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅ ŒÙÛÅ n.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 4.36. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V¯_{d;k} ŒÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ É ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ k: V¯_{d;1} ⊆ V¯_{d;2} ⊆ V¯_{d;3} ⊆ : : : . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ W¯_{d;1} ⊆ W¯_{d;2} ⊆ W¯_{d;3} ⊆ : : : . □ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ı_n : A → A=A^{(n+1)} ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÅÅ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÓÅÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÂÏÌØ- ÛÉÈ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W¯_{d;k} É V¯_{d;k} ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÅ:

V^{(n)}_{d̄;k} = ı_n(V¯_{d;k}) ;

W^{(n)}_{d̄;k} = ı_n(W¯_{d;k}) :

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k} ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V¯_{d;k} ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙ, ŒÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ É ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ k (ÌÅÍÍÁ 4.36), ÔÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k = N ÎÁÓÔÕÐÁÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ≥ N É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ —d ∈ `(A) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ V^{(n)}_{d̄;k} = V^{(n)}_{d̄;N} . ïÓÎÏŒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.37. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒ- ÛÉÎ —d ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ `(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k−1} = V^{(n)}_{d̄;k} . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ —d ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ V^{(n)}_{d̄;k} = V^{(n)}_{d̄;k+1}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚÏÛÌÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÛÁÇÅ k, ÔÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k} ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ —d ∈ `(A) (d | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ —x ∈ V^{(n)}_{d̄;k+1}. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ —x ∈ V^{(n)}_{d̄;k} . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

V^{(n)}_{d̄;k} , ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x ∈ V¯_{d;k} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ı_n(x) = —x. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ x Œ ŒÉÄÅ x = x_0 + a_1x_1 + · · · + a_sx_s, ÇÄÅ x_0 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x (Ô.Å. ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ), a_1; : : : ; a_s | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ x ∈ V¯_{d;k+1}, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ deg(dxy) < deg d + n. éÍÅÅÍ

dxy = dx_0y + s∑ i=1 da_ix_iy:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÌÅÎÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ deg d+n+1. óÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ dx_0y ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ deg d+n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÙÛÅ deg d + n, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÓÕÍÍÙ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÍÉ Œ ÓÏÓÔÁŒ dx_0y. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg( ∑ i da_ix_iy) < deg d+ n + 1. äÁÌÅÅ, ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÐÏÄÓÌÏŒ da_i ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ i, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Ô.Ë. ÂÕËŒÙ a_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ deg(da_ix_iy) < deg d + n + 1. üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_i ∈ V_{dai; k}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÌÅÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ dxy ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÏŒÎÏ deg d + n. ïÎÉ ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÞÌÅÎÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ŒÙÛÅ n. ôÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ deg(ı_{deg d+n}(dxy)) < deg d + n. éÔÁË, ÉÍÅÅÍ

x ∈ V¯_{d;k+1} ⇐⇒ ∀i da_ix_i ∈ V_{dai; k} & deg(ı_{deg d+n}(dxy)) < deg d + n: (1) œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ V_{dai ; k} = V_{dai; k−1} ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 4.37. éÚ ÎÉÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i = 1; : : : ; s ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ x^′_i ∈ V_{dai; k−1} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ı_n(x^′_i) = ı_n(x_i). óÏÓÔÁŒÉÍ ÉÚ ÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ x^′:

x^′ = x_0 + s∑ i=1 a_ix^′_i :

óÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x^′ ÎÅ ŒÙÛÅ k. õÓÌÏŒÉÅ deg(ı_{deg d+n}(dx^′y)) < deg d + n ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É x^′ ÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ n, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (1), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ k ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ k − 1, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ x^′ ∈ V¯_{d;k}. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ x^′ ÉÍÅÅÍ ı_n(x^′) = ı_n(x) É ı_n(x^′) ∈ V^{(n)}_{d̄;k} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, —x = ı_n(x) = ı_n(x^′) ∈ V^{(n)}_{d̄;k} . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.38. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ —d ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ `(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k+1} = V^{(n)}_{d̄;k} . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ —d ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

W^{(n)}_{d̄;k+1} = W^{(n)}_{d̄;k} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ —x ∈ W^{(n)}_{d̄;k+1}, Ô.Å. —x = ı_n(x) É x ∈ W¯_{d;k+1}. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ deg x ≤ k+1 É dxy = 0. òÁŒÅÎÓÔŒÏ dxy = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Á) deg(dxy) < deg d + n É Â) ı_{deg d+n}(dxy) = 0, Ô.Å. ÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ deg d + n, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. (2) ðÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ d ∈ V¯_{d;k+1}; ŒÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ n. ðÏÓËÏÌØËÕ V^{(n)}_{d̄;k+1} = V^{(n)}_{d̄;k} , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ x^′ ∈ V¯_{d;k} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ı_n(x^′) = ı_n(x). õÓÌÏŒÉÅ Á) ÉÚ (2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ V¯_{d;k}, ÕÓÌÏŒÉÅ Â) | ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É x^′ ÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÉÈ n, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ dx^′y = 0. óÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x^′ ∈ W¯_{d;k} É ı_n(x^′) ∈ W^{(n)}_{d̄;k} . ðÏÜÔÏÍÕ —x = ı_n(x) = ı_n(x^′) ∈ W^{(n)}_{d̄;k} . ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 4.39. åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ —d_i ∈ `(A) É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ k ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W^{(n)}_{d̄l ;k} ÎÕÌÅŒÙÅ, ÔÏ y ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.35 ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÌÉ ÂÙ ÓÌÏŒÏ d_l É ÜÌÅÍÅÎÔ x^′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ d_lx^′y = 0, É ÜÌÅÍÅÎÔ x^′ ÉÍÅÌ ÂÙ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W¯_{dl;k}, ÉÍÅÅÍ x^′ ∈ W¯_{dl; deg x}′ . îÏ ı_n(x^′) ≠ 0, ÔÁË ËÁË ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x^′ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, W^{(n)}_{d̄l; deg x′} = ı_n(W¯_{dl ; deg x}′ ) ≠ 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. □

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ äÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ —d_i, i = 1; : : : ; m, ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ `(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V¯_{di;k}; ÞÉÓÌÏ k ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 2, 3; : : : . ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ k ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ V^{(n)}_{d̄;k} ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ A=A^{(n+1)} ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÓÅÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÂÏÌØÛÉÈ n. üÔÉ ÐÒÏÅË- ÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, É ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ k (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÅÊ Œ `(A) ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ n, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ). ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.36 ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k} ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ k. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k = N ÎÁÓÔÕ- ÐÁÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ —d_i, i = 1; : : : ; m, ÇÒÁÆÁ `(A) ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k} = V^{(n)}_{d̄;k−1}. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.37 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{(n)}_{d̄;k} ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ Ó ÒÏÓÔÏÍ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó k = N. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.39 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W^{(n)}_{d̄;k} ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ d_i ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W¯_{di;N} . åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ W¯_{dl ;N} ≠ 0, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ÉÍÅÅÍ d_lxy = 0, É ÉÓËÏÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÒÁŒÅÎ d_lx. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W^{(n)}_{d̄i ; k} ÎÕÌÅŒÙÅ, É ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.39 ÜÌÅÍÅÎÔ y ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÍÅÅÔ \ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ", Ô.Å. ÅÓÌÉ ÒÏÓÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ Œ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÉ y. åÓÌÉ ÖÅ ÒÏÓÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ, ÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. úÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁ- ÂÏÔÙ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n = deg y, m = |`(A)|, r(n) | ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (Ô.Å. ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ n).

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ y. óÕÍÍÁÒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V^{(n)}_{d̄i; k} ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m · r(n), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÁ- ÂÉÌÉÚÁÃÉÑ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÓÔÕÐÉÔ ÎÅ ÐÏÚÖÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ. ðÕÓÔØ z | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ, Ô.Å. zy = 0. ôÏÇÄÁ z = dx, ÇÄÅ x ∈ W¯_{di; k} É k ≤ m · r(n). üÌÅÍÅÎÔ d ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ `(A) (ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A). éÔÁË, ÉÍÅÅÍ deg d ≤ m, deg x ≤ m · r(n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

deg x ≤ m · r(n) + m :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ∑ –_iv_i ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÝÅ. ô. çÁÔÅŒÁ-éŒÁÎÏŒÁ ÐÏËÁ- ÚÁÌÁ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ u, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i ŒÙÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: uv_i = 0.

4.5. îÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.40. áŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÐÒÁŒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

1) ÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ `(A) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁÖÄÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, É

2) ÅÓÌÉ `(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÉËÌÙ, ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.41. îÅÔÅÒÏŒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÒÏÓÔ, ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.42. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÐÒÁŒÁ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÇÒÁÆ (ÄÅÒÅŒÏ) ÐÒÁŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÊ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ ö.ïËÎÉÎÓËÏÇÏ [245]. éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.43. îÅÔÅÒÏŒÁ ÓÐÒÁŒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏ- ÍÁÔÎÏÊ. □

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ 4.43 É 4.41 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.44. îÅÔÅÒÏŒÁ ÓÐÒÁŒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI- ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÒÏÓÔ, ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. □

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÁÄÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÒÔÉÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.45. áÒÔÉÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A | ÁÒÔÉÎÏŒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. úÁÎÕÍÅ- ÒÕÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ. éÚ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÉÄÅÁÌÏŒ, I_k ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ŒÓÅÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ A ËÒÏÍÅ ËÁË k ÐÅÒŒÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ A, Á ÉÚ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÉÄÅÁÌÏŒ, A^k ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ A. □

4.6. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 63

4.6. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ u^{k1}_1 u^{k2}_2 : : : u^{kl}_l , ÇÄÅ l ≤ h, Á {u_i} | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ~k = ⟨k_1; : : : ; k_l⟩. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ⟨k_1; : : : ; k_l⟩, ÞÔÏ u^{k1}_1 : : : u^{kl}_l = 0, ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

äÁÌÅÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÍÉ. ôÁËÏŒÙÍÉ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ M_n = Var(A_u) É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒ.

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ.

4.6.1. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.46. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a_{11}; : : : ; a_{1k1} , a_{21}; : : : ; a_{2k2} , : : : ; a_{sks} | ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ b_i =

∑_{ki} j=1 a_{ij} . ôÏÇÄÁ Á) ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_1; : : : ; b_s ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ; Â) ÓÌÏŒÏ U(b_1; : : : ; b_s) = 0 Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ b_i → a_{ij} (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ b_i ÍÏÇÕÔ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØÓÑ a_{ij} Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ j) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÅÓÔØ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ b_i ÓÕÍÍÕ ∑ j a_{ij} É ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ, ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË, ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ. □

éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.47 (Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ A_j = ⟨a_{j1} : : : a_{js}⟩ | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, A = ⊕A_j . ðÏÌÏÖÉÍ a_i = ∑ j a_{ji}.

ôÏÇÄÁ a_1; : : : ; a_s ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ^A, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ Œ ^A ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ A_j . □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.48. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, I_1; : : : ; I_n | ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÁÌÇÅÂÒÁ A=I_j ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ A= ∩_j I_j . □

ðÕÓÔØ ` | ÇÒÁÆ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏÍÅÔÉÍ ÓÔÒÅÌËÉ ÇÒÁÆÁ` ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A_�. œŒÅ- ÄÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ: b_1b_2 = 0, ÅÓÌÉ ËÏÎÅÃ ÓÔÒÅÌËÉ b_1 ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÔÒÅÌËÉ b_2, ÉÎÁÞÅ ÉÍÅÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÎÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ a_i → ∑ b_i (b_i ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÍ ÂÕËŒÏÊ a_i) ÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÁÌÇÅÂÒÕ A_�, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ `- ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.49. Á) ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ^A | ÅÅ `- ÎÁËÒÙÔÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÕÍÍÁ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ^A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÅÇÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ Œ ÇÒÁÆÅ `.

Â) åÓÌÉ `(A) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ `(A^′) ÒÁÓËÌÅÊËÏÊ ÂÕËŒ, ÔÏ A ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ A^′ É Var(A^′) ⊆ Var(A).

Œ) ìÀÂÁÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏ- ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.50. Á) åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ A^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÍ Œ A, ÔÏ A^′ ÅÓÔØ ÆÁËÏÔÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A É Var(A^′) ⊆ Var(A). óÔÉÒÁÎÉÀ ÓÔÒÅÌÏË Œ ÇÒÁÆÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ.

Â) ðÕÓÔØ `_i - ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ `. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A_� Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ A_{�i} . íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Var(A_�) ÅÓÔØ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ Var(A_{�i} ). □

(òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÐÕÔØ, ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. åÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÔÏ ÓÌÏŒÏ ÎÕÌÅŒÏÅ. äÌÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ.)

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ôÅÎÚÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, k⟨x⟩ ⊗ k⟨y⟩ ≃ k[x; y], Á ËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÁÄÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.51. ðÕÓÔØ A_i, i = 1; : : : ; n, | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a_{ij} , j = 1; : : : ; s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ^A ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ⊗_iA_i, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_{1j} ⊗ a_{2j} ⊗ · · · ⊗ a_{nj} , j = 1; : : : ; s. ôÏÇÄÁ ^A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. óÌÏŒÏ Œ A ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒ A_i. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ^A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÈ A_i.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Õ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ `_1 É `_2, (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÒÁÚÍÅÔËÕ ÓÔÒÅÌÏË), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÅÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ `_1 É `_2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ. òÁÚÍÅÔÉÍ ÐÁÒÁÍÉ ÂÕËŒ\ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ" ÓÔÒÅÌÏË. ðÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÐÁÒÁÍÉ ÂÕËŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÔÒÅÌËÁÍ `_1 É `_2. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ \ÓÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÈ ÕÒÏŒÎÅÊ" ( Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ).

åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ, ÔÏ, ÂÅÒÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.52. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ^A É ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒ A_i ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ A_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ, W_i | ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ^A ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ, É ⊗W_i | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

Â) åÓÌÉ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, I_1; : : : ; I_k | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (Ô.Å. ÉÄÅÁÌÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÍÏÎÏÍÏŒ), É ÁÌÇÅÂÒÙ A=I_j ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A=(I_1 + · · · + I_k) ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ. □ éÔÁË, ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÏŒ, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÙ.

œÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÆÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÔÒÅÌËÁÍ Œ ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.53. ðÕÓÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÓÔÒÅÌËÁÍ Œ ÇÒÁÆÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÔÉÒÁÎÉÀ ÓÔÒÅÌËÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.54. äŒÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÜÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÒÅ- ÄÕËÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.55. åÓÌÉ `(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ, ÔÏ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ A_ff, ÐÏ- ÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÓÔÉÒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÅÌÏË. T-ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ, Á ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A, | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÕÓÔØ I | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ¸ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A_ff=I ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÁ. □

îÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÅÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ | Ô.Å. ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË É ÂÅÚ ÚÁÃÅÐÌÑÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

: : : : çÒÁÆ ÂÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÇÒÁÆ ŒÉÄÁ , Á ÓÁÍÁ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÓÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ, ŒÅÄÕÝÉÊ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÏ ŒÔÏÒÕÀ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ PI-ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÚÁÃÅÐÌÑÀ- ÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ) ŒÓÅ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÓÕÔØ ÃÉËÌÙ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÙ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÇÒÁÆÏŒ.

4.7. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

åÓÌÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ PI, É Œ ÎÅÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÒÏÂÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÏÊ.) íÙ ÄÁÄÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v^{k1}_1 v^{k2}_2 : : : v^{kl}_l , ÇÄÅ l ≤ H, H | ŒÙÓÏÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, É v_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÕ ÓÌÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ

ÔÉÐÏÍ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ (v_1; : : : ; v_l), É ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ~k = (k_1; : : : ; k_l). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ. õÓÌÏ- ŒÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÓÕÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÔÉÐÙ É ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. îÁÚÏ- ŒÅÍ ÔÉÐ (u_1; : : : ; u_k) ÐÏÄÔÉÐÏÍ ÔÉÐÁ (v_1; : : : ; v_l), ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (v_1; : : : ; v_l) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (v_1; : : : ; v_m; u_1; : : : ; u_k; v_{m+k+1}; : : : ; v_l). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÏŒÁ ÔÉÐÁ (u_1; : : : ; u_k) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ ÓÌÏŒ ÔÉÐÁ (v_1; : : : ; v_l) Ó ÕËÁÚÁ- ÎÉÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ v_i ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ (Ô.Å. ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ) É ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÌÏŒ Œ ÔÉÐÅ v^{kff}_ff : : : v^{kfi}_fi ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. (üÔÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ v_i, ÎÏ É ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ k_i.)

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ N. åÇÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. îÁÚÏŒÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ v^{ki}_i ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ k_i > N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÙÓÏÔÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ (ÔÅÏ- ÒÅÍÁ ??) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÌÏŒÏ v^{k1}_1 : : : v^{kl}_l Œ ŒÉÄÅ

D_0v^{ki1}_{i1} D_1 : : : v^{kis}_{is} D_s;

ÇÄÅ k_{i1} ; : : : ; k_{is} ≥ N É D_ff | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. œÙ- ÂÏÒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ s ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÙÓÏÔÙ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ v_i ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍÉ (Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ) ÓÌÏŒÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ D_0v^{ki1}_{i1} : : : D_s ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÐÏ ÄÌÉÎÅ D_0, ÚÁÔÅÍ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ v^{k1}_{i1} , ÐÏÔÏÍ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ D_2 É Ô.Ä. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (D_0; v_{i1} ; D_1; v_{i2} ; : : : ; D_s) ÓÌÏŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÔÉÐÏÍ (ÍÙ ÏÐÕÓ- ËÁÅÍ ŒÅËÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.56. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÉÐ. éÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏŒ. ðÏÄÔÉÐ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (D_0; v_1; : : : ; v_s; D_s) ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ŒÉÄÏŒ: (v_i; D_i; : : : ; v_j ), (v_i; : : : ; D^{′′}_j ), (D^′_{i−1}; v_i; : : : ; v_j ), (D^′_{i−1}; : : : ; v_j ; D^{′′}_j ), ÇÄÅ D^′_{i−1} | ËÏÎÅÃ v^{ki−1}_{i−1} D_i, Á D^{′′}_j | ÎÁÞÁÌÏ D_j v^{kj+1}_{j+1} . ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÏÄÔÉÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ- ŒÏÍ ÓÌÏŒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÔÉÐÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÏÌÕÞÁ- ÀÔÓÑ ËÁË ÐÕÔÉ Œ ÇÒÁÆÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ v_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÃÉËÌÁÍ, Á D_j | ÐÕÔÑÍ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ. □

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.57. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ É ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÍ.

1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

D_0v^{k1}_{i1} D_1 : : : v^{ks}_{is} D_s = 0

Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

P_{ff;t}(k_1; : : : ; k_s) = 0

(ÞÅÒÅÚ t ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÉÐ (D_0; v_{i1} ; : : : ; v_{is} D_s) ).

2. åÓÌÉ P_ff | ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÏÄÔÉÐÁ, ÔÏ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÉÐÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ (É ÚÁÏÄÎÏ ÐÒÏÑÓÎÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ- ŒÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ.

þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒÁ ÎÕÌÀ ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÎÁÍ ÐÏÎÁ- ÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.58. ðÕÓÔØ A | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ (ij)-Ñ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÁ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎÉ A^n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

∑_k i=1 –^n_i P_i(n), ÇÄÅ –_i | ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ P_i ∈ K[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÅ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÓÌÏŒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ- ŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÛÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÒÁÆ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ËÕÓËÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÔÉÐÁÍ. œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÇÒÁÆÁ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÔÉÐÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 4.49 ÓŒÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÇÒÁÆÁ, ŒÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.52 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕ- ÞÁÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. éÔÁË, ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÅÌÁÓØ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ.

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ŒÉÄÁ

: : : ; ŒÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ, P (k_1; : : : ; k_s) | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ k_1; : : : ; k_s. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÙÊ ÃÉËÌ ÐÒÏÊÄÅÎ k_1 ÒÁÚ, ŒÔÏ- ÒÏÊ | k_2 ÒÁÚ É Ô.Ä., ÐÒÉÞÅÍ P (k_1; : : : ; k_s) = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒ- ÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ.

óŒÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÇÒÁÆÁ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÐÅÔÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ ÐÅÔÌÉ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ

a_1 a_2 a_3 : : :

a_n : ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W_i ⊂ V ÏÂÒÁÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W^1_i ; : : : ; W^l_i , ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W_i,

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ a^0_i , a^1_i ; : : : ; a^l_i: a^j_i ÐÒÉ 1 ≤ j < n ÓÕÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ W^j_i ÎÁ W^{j+1}_i ; ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÕ- ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ a^0_i ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ a_i É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ W_i ÎÁ W^1_i ; ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ a^l_i ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W^l_i ÎÁ W_i. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ a^0_i a^1_i : : : a^l_i ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÏÐÅÒÁÔÏÒ a_i, Ô.Å. ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a_i.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÃÉËÌÙ ÂÙÌÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÐÕÔÑÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÔÏÇ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓŒÅÌÏÓØ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.

ìÅÍÍÁ 4.59 (Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ` ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ

d_0 a_1

d_1 a_2

d_2 a_3 : : :

a_n

d_n :

ðÕÓÔØ P (k_1; : : : ; k_n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒ ÐÏÌÉ- ÎÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k_1; : : : ; k_n. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ ŒÉÄÁ d_0a^{k1}_1 d_1a^{k2}_2 : : : d_{n−1}a^{kn}_n d_n ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ P (k_1; : : : ; k_n) = 0. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A_�=I ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÈÎÉËÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ.

4.7.1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅ- ÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ (ÎÏ ÎÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ!) ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.60.

1. ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÁÍÉ a_i É ÞÉÓ- ÌÁÍÉ –_i, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ.

2. áÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (É ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ;

2) ËÁÖÄÏÊ ÂÕËŒÅ a_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ —a_i, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÂÕËŒÙ Œ ÇÒÁÆÅ;

3) ÓÔÒÅÌËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ i-À ŒÅÒÛÉÎÕ Ó j-Ê, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ÂÕËŒÏÊ a_k É ÞÉ- ÓÌÏÍ –_s, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ —a_k–_sE_{ij} (ÇÄÅ E_{ij} | ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉ- ÎÉÃÁ, Ô.Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ i-Ê ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_i Œ j-Ê);

4) ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ a_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÕÍÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ (ÅÓÌÉ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÔ ÓÔÒÅÌËÁ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÁÑ ÂÕËŒÏÊ a_i, ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÕÌÅŒÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ – = 0, ÔÏ ÓÔÒÅÌËÕ ÍÏÖÎÏ ÓÔÅÒÅÔØ);

5) ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÔÒÅÌËÅ ÎÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÉËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ –, ÔÏ ÏÎÏ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ËÌÅÔËÕ A. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É A^k Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ?

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.61. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ

~e_1 a a a a a a : : : a a ~e_n . n ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ a. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A^k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÓÔÒÅÌËÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀ- ÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎÙ ~e_i É ~e_j , ÇÄÅ i < j, ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ

(_k j−i ) A^k, ÇÄÅ A^k = —a^k | ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

(_k 0 ) = (_k n ) = 1, (_k n ) = 0 ÐÒÉ n > k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÅÒÅŒÏÄ ÎÁ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏŒ ÈÏ- ÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÉ (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). □

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ËÒÁÊÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ~e_1 É ~e_n. îÁ ÎÅÊ ÎÁÐÉÓÁÎÏ

(_k n−1 ) —a^k. åÓÌÉ ÂÙ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÔÒÅÌËÁÈ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ –, ÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÓÔÒÅÌËÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÎÏ –^k

(_k n−1 ) —a^k. ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.62. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ

~e_ff

d_0

–_1a_1

–_1a_1

: : :

–_1a_1

n_1

d_1

–_2a_2

–_2a_2

: : :

–_2a_2

n_2

d_2

: : :

–_sa_s

–_sa_s

: : :

–_sa_s

n_s

d_s

~e_fi .

ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ d_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ D_i, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ a_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i, i = 0; 1; : : : . ôÏÇÄÁ

D_0A^{k1}_1 D_1A^{k2}_2 : : : D_{s−1}A^{ks}_s D_s = E_{fffi} · —d_0 s∏ i=1 –^{ki}_i ( k_i n_i − 1 ) —a^{ki}_i —d_i ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ E_{fffi} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.63. ðÏÌÉÎÏÍÙ ŒÉÄÁ

(_{k1}

n_1 −1

)(_{k2}

n_2−1 ) : : :

(_{ks}

n_s−1 ) ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ n_1; : : : ; n_s ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÏŒ K[k_1; : : : ; k_s]. ðÏÌÉÎÏÍÙ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍÉ –^{k1}_1 : : : –^{ks}_s

(_{k1}

n_1 −1 ) : : :

(_{ks}

n_s−1 ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ

(_{k1}

n_1−1

)(_{k2}

n_2 −1 ) : : :

(_{ks}

n_s−1 ) ÓÕÔØ Z-ÂÁÚÉÓ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k_1; : : : ; k_s, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ Œ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.64. a) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ:

~e_ff

‹_1d_0

–_{11}a_1

–_{11}a_1

: : :

–_{11}a_1

n_{11}

d_1

: : :

–_{1s}a_s

–_{1s}a_s

: : :

–_{1s}a_s

n_{1s}

‹_2d_0 ‹_3d_0 : : :

‹_md_0 d_s d^s : : :

d_s

~e_fi

–_{m1}a_1

–_{m1}a_1

: : :

–_{m1}a_1

n_{m1}

d_1

: : :

–_{ms}a_s

–_{ms}a_s

: : :

n_{ms}

ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ a_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ d_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ D_i. ôÏÇÄÁ

D_0A^{k1}_1 D_1A^{k2}_2 : : : A^{ks}_s D_s = E_{fffi} ·

—d_0 s∏ j=1 —a^{kj}_j —d_j · m∑ i=1 ‹_i s∏ j=1 –^{kj}_{ij} ( k_j n_{ij} − 1 ) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D_0A^{k1}_1 D_1 : : : A^{ks}_s D_s = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P (k_1; : : : ; k_s) =

∑_m i=1 ‹_i

∏_s

j=1 –^{kj}_{ij}

(_{kj}

n_{ij} −1 ) = 0.

Â) ìÀÂÏÍÕ ÓÌÏŒÕ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ, ËÒÏÍÅ, ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎÙ ~e_ff É ~e_fi, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.64 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÏÒÕÄÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.63 ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÄÉÏ- ÆÁÎÔÏŒ ÐÏÌÉÎÏÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ.

4.7.2. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ

íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÁŒÔÏ- ÍÁÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÐÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.65. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ, Á ÅÅ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÙÓÏÔÙ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ, ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.66. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÕÌÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ óËÏÌÅÍÁ (ÓÍ. [25]) íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

1. éÚ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {–_i} ÐÏÌÑ (Ô.Å. ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÉÚÕ- ÞÁÅÍÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ) ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÔÏŒ {–_1; : : : ; –_k}, ÉÍÅÎÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎ- ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÅ –_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÉÄÁ P_{i0}–^n_i + · · · + P_{in} = 0, ÇÄÅ ŒÓÅ P_{ij} ÓÕÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ –_1; : : : ; –_k. ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ Œ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ H ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÑ Q({–_i }) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ H.

2. œÏÚØÍÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ {—–_1; : : : ; —–_k} ŒÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ P_{ini} (—–_1; : : : ; —–_k), P_{i0}(—–_1; : : : ; —–_k) ≠ 0 (Ô.Å. ÏÂÅÓÐÅÞÉÍ, ÞÔÏÂÙ p ÎÅ ŒÈÏÄÉÌÏ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ). œÏÚØÍÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ Z p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ {–^′_1; : : : ; –^′_k} Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÒÁŒÎÙÍÉ {—–_1; : : : ; —–_k} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ –_i → –^′_i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Z[{–_i}] Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ H ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z_p. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÙ P_{js}(–_i) ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ H_p ËÏÌØÃÁ H . ðÕÓÔØ m | ÓÔÅÐÅÎØ H ÎÁÄ Z_p.

3. åÓÌÉ – ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ H_p , ÔÏ –^{pm −1} − 1 ∈ H_p . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ t^x, ÇÄÅ t = –^{pm −1}, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ x.

4. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ H ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ.

5. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÉÍÅÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÕÌÅÊ Œ H , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. (íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ f ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÑÄ ôÅÌÏÒÁ.)

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ. ðÕÓÔØ r = p^m − 1. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÛÁÇÏŒ 1{2 Ë ËÏÌØÃÕ H . òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ N ÎÁ r ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ Ó ÛÁÇÏÍ r. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ P_i ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ –^r_i (Ô.Ë. ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎÑ- ÅÔÓÑ Ó ÛÁÇÏÍ r). ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ P_i ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ, ÌÉÂÏ ŒÓÑ ÎÕÌÅŒÁÑ. □

ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÅŒÅÒÎÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p É ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ x ∈ N: (1 + t)^x − t^x − 1 = 0, t | ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÓÎÏŒÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÅÖÁÔ Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ p. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÕÔØ x = p^k. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ AC = DA = DC = CD = 0, CA^nD = 0 ÐÒÉ n = p^k Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ËÒÉ- ÔÅÒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. œÙÐÉ- ÛÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ:

A : (1 + –)aE_{11} + –aE_{22} + aE_{33}; C : c(E_{01} − E_{02} − E_{03}); D : d(E_{14} + E_{24} + E_{34}) :

òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÍÏÎÏÍÉ- ÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ 2. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ x^2 − dy^2 = 1(d ≠ k^2 ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (x_n; y_n): x_n + √ dy_n = (x_0 + √ dy_0)^n, ÇÄÅ (x_0; y_0) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, É ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ:

CA^xB^yD = 0; ÅÓÌÉ x^2 − dy^2 = 0; C^2 = D^2 = AC = BC = DC = DB = DA = 0; BA = AD = CB = CD = 0 :

(üÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÓÌÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ CA^xB^yD, ÇÄÅ x^2 − dy^2 ≠ 0) éÔÁË, ŒÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ: ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. áÌÇÏÒÉÔ- ÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÑ ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÇÏ ÎÕÌÑ Õ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 4.67. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÑÄÏŒ çÉÌØ- ÂÅÒÔÁ ÄŒÕÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙ. □

íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1000 × 1000 ÎÁÄ C [x_1 ; : : : ; x_9].

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. óŒÏÊÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÏÏ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ) ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ 2.

5. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌ- ÇÅÂÒ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. íÙ ÐÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÇÒÁÆÏÍ ÂÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ: ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ Ó ÃÉËÌÏÍ, ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÂÕËŒÏÊ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. üÔÏ ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. íÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ É ÔÅÈ- ÎÉËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏŒ. üÔÉ ÔÅÈÎÉËÉ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÀÔ ŒÎÉÍÁÎÉÑ, ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏ, ÂÏÌØÛÅÇÏ, ÞÅÍ ÓÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁŒÙ.

þÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÍÏÓÔ, ÓŒÑÚÙŒÁÀ- ÝÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÕ ÓÌÏŒ. œÏÔ ÏÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ =⇒ f ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ \ÔÅÓÔÏŒÏÊ" ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A =⇒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ ÉÚ A, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏŒ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ

ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ. íÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ É ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏ- ËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÙ, ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 2.2. çÏŒÏÒÑ Ï ÓÌÏŒÁÈ ÉÚ Wd(A), ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÓÌÏŒÁÈ, ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. Á) ðÕÓÔØ f | ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ, ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÅÅÓÑ Œ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A, B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÍÅÎÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ u ÉÚ Wd(A) Œ ÁÌÇÅÂÒÅ B, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T (f) ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅ ÒÁŒÎÙÍÉ u.

Â) ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ ∑ œ∈S ¸_œ x_{œ(1)} : : : x_{œ(p)};

¸_œ ∈ F . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ v_1; : : : ; v_p ÉÚ Wd(A) É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ˛_œ ∈ S_p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

V = v_1v_2 : : : v_p ∈ Wd(A); v_1v_2 : : : v_p ≡ ∑ V_œ ≠V ˛œ Vœ (mod T (f)); ÇÄÅ

V_œ = v_{œ(1)}v_{œ(2)} : : : v_{œ(p)}: (3)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÚÑŒ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÓÌÏŒÁÍ ÎÅ ÉÚ Wd(A), ÍÙ ÓŒÅÄÅÍ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÅÎ. □

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ w ÓÌÏ- ŒÁÍÉ ÎÅ ÉÚ Wd(A).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ M | ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÔÅÐÅÎÉ p, v_i, v^′_i | ÓÌÏŒÁ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_i. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ f(x_1; : : : ; x_p) Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ f(v_1x_1v^′_1; : : : ; v_px_pv^′_p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ v_i É v^′_i. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ Var(A) | ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏ- ÇÄÁ ÓÌÏŒÁ v_i Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (3) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÍÉ.

éÔÁË, \ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÑ É ÐÒÉÐÉÓËÉ" (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2.5) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ- ÔÏÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 2.2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ u | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, É ÐÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n É ÓÔÅÐÅÎÉ p. ôÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ t Œ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ u^∞, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÅ Œ ŒÉÄÅ t = t_0 : : : t_{p+1}, ÇÄÅ ÄÌÉÎÙ ÐÏÄÓÌÏŒ t_i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 2n ≤ |t_i| ≤ 3n; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÏ t ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ t_œ = t_0t_{œ(1)} : : : t_{œ(p)}t_{p+1}, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ u^∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.22 Var(A_u) = M_n . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ A_u É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.1, ÅÓÌÉ t_œ ≠ t, ÔÏ t_œ =∈ Wd(A_u). œÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ 2n ≤ t_i ≤ 3n ÄÏÂÉŒÁÅÍÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 2.5 Ï ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1 ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÎÅËÏÎÓÔÒÕË- ÔÉŒÎÙ. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ \ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÊ É ÐÒÉ- ÐÉÓÏË".

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅŒÁ Lat(M) ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ T_n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅŒÁ Lat(A) ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÅÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A) (Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Var(A) ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÅ).

ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A = F ⟨x; c_1; : : : ; c_n⟩=

(_n ∑ i=1 id(c_i)^2 + id(c_1; : : : ; c_n)^n ) : ïÎÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁ É Var(A) = Var(T_n). œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ 5.3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6. åÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f, ËÏÔÏ- ÒÏÅ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ T_{n+1}, ÔÏ Œ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ ÓÌÁÂÏÊ (Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ??, É ÓÉÌØÎÏÊ) ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ n.

üÔÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅËÁÞÉŒÁÔØ n ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ ??). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7. Á) GKdim(A) ≤ S ·Lat(A), ÇÄÅ S | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ s-ÂÁÚÉÓÁ.

Â) ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ- ÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ Lat(A) É ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ Lat(A) − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.6 É ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÅÒÅËÁÞËÉ: ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÌÏŒÁÍÉ ŒÉÄÁ d_0v^{e1}_{i1} d_1v^{e2}_{i2} : : : d_{h−1}v^{eh}_{ih} d_h, ÇÄÅ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ d_i ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÓÌÏŒÁ v_{ij} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ s-ÂÁÚÉÓÕ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ÉÚ s-ÂÁÚÉÓÁ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ v_{ij} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Lat(A) ÓÌÏŒ, ÒÁŒÎÙÈ v. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ h ≤ S · Lat(A).

ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.6 É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ T_n ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ Lat(A) − 1. □

éÔÁË, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅŒÁ É ÐÒÏÓÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ \ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ" ŒÏÚÎÉËÁÌÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ. üÔÉ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Ô.Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÍÉ.

5.1. òÅÄÕËÃÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ 75

5.1. òÅÄÕËÃÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ Œ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ

Á) ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÕÌÅŒÙÅ; Â) Var(A) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ (m − 1)-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ É ÉÍÅÅÔ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÎÅ ŒÙÛÅ m − 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.9. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ x^n = 0, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÍÏÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. □

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÜÔÉÈ (m − 1)-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.47), ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.10. åÓÌÉ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ M ŒÙÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (m − 1)-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ M = Var(A). □

ôÅÏÒÅÍÁ 5.11. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

5.2. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏŒ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ É ÓŒÑÚÅÎ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ŒÈÏÄÎÙÅ É ŒÙÈÏÄÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÃÉËÌÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ Ó ÃÉËÌÏÍ, ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÂÕËŒÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÚÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ, ËÁÖÄÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ, É ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ. (œ ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.13. ìÀÂÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ ÚÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. □

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.14. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, M ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.15. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. □

äÁÄÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.16. ëÁÖÄÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ŒÉÄÁ M_{n1} M_{n2} : : : M_{nk} :

úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ M_{ni} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n_i, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÏŒ (ÅÍÕ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ). □

76 6. ìéåœá îéìøðïôåîôîïóôø

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.17. áÌÇÅÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏ-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ⇐⇒ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ËÕÓÏÞÎÏ-ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÃÉËÌÙ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÌÉÚËÉ É ÎÅÔ ÐÅÒÅÍÙÞÅË: ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÃÉËÌ É ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÆÉ- ÎÁÌØÎÏÇÏ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÉÄÁ M_{n1} M_{n2} : : : M_{nk} Œ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ŒÓÅ n_k = 1, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅŒÁ; ÅÓÌÉ k = 1, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

œÓÅ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÐÅÒÅÛÅÊËÁÍÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ.

1. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Ó ÚÁÃÅÐÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÃÉËÌÁÍÉ). ëÁË ËÓÔÒÏÅÎÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ? ë ËÁËÏÍÕ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÍÕ ŒÉÄÕ `^′ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÇÒÁÆ `, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÁÆÏŒ ` É `^′ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ?

2. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅ- ÇÏÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ T -ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ É ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

3. óŒÅÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÞÁÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÈ ÃÉËÌÁÍ, ÓÌÕÖÉÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ), É ÕÐÒÏ- ÓÔÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

4. éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ, | Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ u^∞.

5. òÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

6. ìÉÅŒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ: ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÅ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ÌÉÅŒÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ, ÓÌÅÄÕÀÔ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ.

ðÕÓÔØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, K⟨X⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ X = {x_1; : : : ; x_n}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ [y_1; y_2] = y_1y_2 − y_2y_1 ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ K_0⟨X⟩^{(−)} ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. íÙ ÓÞÉ- ÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ 1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ⟨X⟩. \äÌÉÎÎÙÊ" ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ (ÐÒÁ- ŒÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: [y_1; : : : ; y_r] = [[y_1; : : : ; y_{r−1}]; y_r]. äÌÉÎÎÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË \ÎÅÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÊ ÍÏÎÏÍ". üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ K_0⟨X⟩^{(−)} ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ÌÉÅŒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K⟨X⟩. üÌÅ- ÍÅÎÔÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÉÅŒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ŒÐÏÌÎÅ òÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÅ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 77

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ (T -ÉÄÅÁÌ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ. (íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.) ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÁÈ ÐÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ s.f.p. (standard ˛nitely presented | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÉÄÅÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ŒÌÅÞÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ A. óŒÏÊÓÔŒÏ P ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ s.f.p. ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ P . óŒÏÊÓÔŒÏ ÌÉÅŒÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r Œ ÎÅÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ [y_1; : : : ; y_r] = 0. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÅÎ ÉÎÄÅËÓÁ q ≤ q(r; n), ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A, É ÆÕÎËÃÉÑ q(r; n) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. ìÉÅŒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ r | ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÉÐÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ T -ÉÄÅÁÌÕ T^{(r)} ◁ K⟨X⟩, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÄÌÉÎÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÏÍ [y_1; : : : ; y_r] (ËÁË É ŒÙÛÅ, ÞÅÒÅÚ q ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K⟨X⟩=T^{(r)}):

(i) [x_{i1} ; : : : ; x_{ir} ];

(ii) [x_{i1} ; : : : ; x_{is1} ] : : : [x_{j1} ; : : : ; x_{jsq} ];

(iii) {f_1; : : : ; f_t} | ÂÁÚÉÓ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ T^{(r)}, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ≤ D = max{q(r − 1); r}. (4)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ T^{(r)} ËÁË ÉÄÅÁÌ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ A = K⟨a_1; : : : ; a_n⟩ Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a_i ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ [y_1; : : : ; y_r] = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ (4) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ a_j ŒÍÅÓÔÏ x_i. üÔÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÑ. □

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V^{(r)} ÌÉÅŒÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÎÄÅËÓÁ r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÙÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Œ ÎÅÍ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÄÅÁÌÕ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V^{(r)}, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÕ A ∼= K⟨X⟩=T^{(r)}, Ô.Å. ÏÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (4) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀ- ÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ ’ : K⟨X⟩ → K⟨X⟩=T^{(r)} | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÐÉ- ÍÏÒÆÉÚÍ. ïÂÒÁÚ L = ’(k_0⟨X⟩^{(−)}) ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ k_0⟨X⟩^{(−)} Œ A ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÅÎ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÅŒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ≥ r ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔ T -ÉÄÅÁÌÕ T^{(r)}. åÓÌÉ _1 = ’(g_1); : : : ; _m = ’(g_m) ∈ L | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L, g_i ∈ k_0⟨X⟩^{(−)}, m = dim L, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_i ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ g_1 = x_1; : : : ; g_n = x_n É g_{n+1}; : : : ; g_m | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÅŒÙ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ r. ðÏÓËÏÌØËÕ T -ÉÄÅÁÌ T^{(r)} ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_i ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ \ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÃÅÄÕÒ". œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÍÙ ŒÙÒÁÚÉÌÉ ŒÓÅ _i ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÌÉÅŒÙ) ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ _1; : : : ; _n É ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ L Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ðÕÓÔØ U_L | ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÂÅÒÔÙŒÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L É e_1; : : : ; e_n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÐÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ _1; : : : ; _n Œ U_L. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ e_1; : : : ; e_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ U_L. éÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ó U_L. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÜÔÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ : k⟨X⟩ → U_L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ : X → U_L, (x_i) = e_i, i = 1; : : : ; n. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÜÔÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ „ : U_L → A, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ „(e_i) = _i, i = 1; : : : ; n. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

k⟨X⟩ U_L „ A ∼= k⟨X⟩=T^{(r)} ’ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌ ker „ ◁ U_L ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ h_j (e_1; : : : ; e_n), ÇÄÅ h_j (e_1; : : : ; e_n) | ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ŒÉÄÁ (4). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

A ∼= k⟨X⟩=T^{(r)} ∼= U_L=I:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÂÁÚÉÓÁ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÄÅ- ÁÌÕ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÉÅŒÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÈÎÉËÕ, ŒŒÅÄÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÕ B ◁ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_i(_1; : : : ; _n) = ’(b_i(x_1; : : : ; x_n)), b_i(x_1; : : : ; x_n) ∈ K⟨X⟩. üÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ë ÉÄÅÁÌÕ J ◁ U_L, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ b_i(e_1; : : : ; e_n) = (b_i(x_1; : : : ; x_n)) É h_i(e_1; : : : ; e_n), I ⊆ J. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÁÚÉÓ çÒ-ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ J É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. □

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

á. ï ËÏÌØÃÁÈ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÙÍ

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ PI- ÁÌÇÅÂÒ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÅÒÅÎÏÓÉÌÉÓØ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÓÌÕ- ÞÁÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÈ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ. ôÅÈÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÌÅŒÙÈ) ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÊ. íÙ ÐÏÐÙÔÁÌÉÓØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÌÉÚÏ- ÓÔÉ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÁÍ É ŒÙÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ L-ÄÌÉÎÕ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ k ÁÌÇÅÂÒÁ L[A] ÅÅ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ L(p_1) : : : L(p_q), ÇÄÅ q < k, L(x) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ x. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÉÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ 1)

ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, 2) ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ L-ÄÌÉÎÕ, 3) ÌÀÂÁÑ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, Ô.Å. M ÅÓÔØ ÜÌÁÓÔÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ. üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÌÉ- ÚÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ L[A] Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÐÏÚŒÏÌÑÑ ÐÅÒÅÎÏ- ÓÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë L[A] ÎÁ A. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÌÏÈÏÅ, É 4) ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. áÌÇÅ- ÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ëÕÒÏÛÅŒÙÍ ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ, Ô.Å. ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ.

ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ëÕÒÏÛÅŒÙÍ, Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ëÕÒÏÛÅŒÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (œ ÓÉÌÕ ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÎÉÌØ-ÁÌÇÅÂÒ.)

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.1. Á) œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ.

Â) áÌÇÅÂÒÁ C ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ {J_i}_{i∈I} É ÞÉÓÌÏ n ∈ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 1) ∀x ∈ C ∃i ∈ I: x =∈ J_i; 2) dim C=J_i ≤ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Â) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á), ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ {—e_i}^n_{i=1} | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ C^k_{ij} : —e_i —e_j = C^k_{ij} —e_k. ëÁÖÄÏÊ i-Ê ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ∑ j –_{ij} —e_i. äÁÌÅÅ, ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ C^k_{ij} É –_{ij} ÎÁÌÏÖÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C. óÁÍÉ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÉÚ ÆÁËÔÏÒÁ ËÏÌØÃÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÕËÁÚÁÎ- ÎÙÍ ŒÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÌÁÓÓÅ n-ÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÄÁÖÅ Œ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. œ ËÏÌØÃÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ. (óÍ. [122], [123].)

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. Mon_r ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ r. M^{(k)} | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ k-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ M. åÓÌÉ J | ÉÄÅÁÌ Œ C, ÔÏ I_J ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ Œ L[C], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ J. ðÕÓÔØ D ⊆ C; I_{D;s} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÄÅÁÌ Œ L[C], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ W (t_1; : : : ; t_k), ÇÄÅ W ∈ Mon_k, k ≤ s, É ∃i: t_i ∈ D. åÓÌÉ I | ÉÄÅÁÌ Œ L[C], ÔÏ ÉÄÅÁÌ J_I ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x ∈ C: ∀d ∈ id(x) L(d) ∈ I}. þÅ- ÒÅÚ g(r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÄÌÑ M_r | ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M. l(r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ l-ÄÌÉÎÕ M_r. œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ G_M(r), (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ G_(r)) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ s > G(r) Œ r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ C ÉÚ M I_{D;s} ∋ Iid_{(D)}.

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h(r) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L[M_r] ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ h(r) ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ M_r. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.3. åÓÌÉ I | ÉÄÅÁÌ Œ L[C] ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, ÔÏ ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ J_I ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k·N, ÇÄÅ N | ÞÉÓÌÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ G(r + 1), r | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ∈ J_I , ÅÓÌÉ L(d) ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ d ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ G(r + 1), Œ ËÏÔÏÒÙÊ ŒÈÏÄÉÔ x. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ J_I ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ I ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ. □

ôÅÏÒÅÍÁ á.4. Á) ðÕÓÔØ M | ÎÅÐÌÏÈÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, C ∈ M | Ë.Ð. ÁÌ- ÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ C ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ L[C].

Â) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ, C ∈ M | ÐÏÌÕÐÅÒŒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ C ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ.

Œ) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ, C ∈ M | ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ C ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÅÒŒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÁ. Ç) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ, É ÁÌÇÅÂÒÁ C ∈ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÄÅÁÌÏŒ Ó ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ, ÔÏ C ÐÒÏÓÔÁ.

Ä) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ, É ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ Œ M ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ C ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ∃M ⊂ C: ∀k ÁÌÇÅÂÒÁ C=M^{(k)} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

Å) òÅÛÅÔËÁ ÐÅÒŒÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÒÙŒÁ ËÁË ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÉÈ, ÔÁË É ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ. ðÕÎËÔÙ Œ), Ç) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Â), ÐÕÎËÔÙ Ä) É Å) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÏŒ. äÏËÁ- ÖÅÍ ÐÕÎËÔ Â). œ ÁÌÇÅÂÒÅ L[C] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÏŒ {I_ff}, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ R(L[C]), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÆÁËÔÏÒ L[C]=I_ff ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ m × m ÍÁÔÒÉÃ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m, ÏÂÝÅÇÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ I_ff. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÏŒ J_{Iff} Œ C ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÁËÔÏÒ C=J_{Iff} ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÅ ŒÙÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m^′. åÓÌÉ x ∈ ∩J_{Iff} , ÔÏ L(x) ∈ R(L[C]) É x ∈ R(C). îÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÅÒŒÉÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ C, R(C) = 0: ïÓÔÁÌÏÓØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ á.1. □

ðÕÓÔØ q(n) | ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ C=M^{(n)}, s | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ C. þÅÒÅÚ I(M; n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L[A], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ L(t_1) : : : L(t_n) ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ∃m ∈ M: ∀i t_i = m^{ki} (ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ M ÏÂÝÉÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t_i). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÐÌÏÈÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.5. ïÐÅÒÁÔÏÒ L(x^q) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ q ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L[B] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x^t ÐÒÉ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ t ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B. □

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ Œ ÎÅÐÌÏÈÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑÈ. ïÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ É ÏÂÒÁÔÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.6. Á) L[A]=I_M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ q(k) · l(s + 1).

Â) Id(D) ⊇ I_{D;r}, É ÐÒÉ r ≥ h(s + 1) ÄÌÑ ŒÓÅÈ D ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Id(D) = I_{D;r}.

Œ) ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k (ÐÒÉ k > g(r+1)) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ I_M (k)_{;s} ⊆ I(M; n) (k > K(|M|; n; s)).

Ç) ðÒÉ n > k · l(2) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ I(M; n) ⊆ I_M (k)_{;s}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Á) üÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L[A]^t ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÍÉ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L[A^{t=l(s)}]. åÓÌÉ t=l(s) ≥ q(k), ÔÏ A^{t=l(s)} ⊇ M^{(k)}.

Â) œËÌÀÞÅÎÉÅ Id(D) ⊇ I_{D;r} ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉ r ≥ h(s+ 1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.2.

Œ) ðÕÓÔØ z ∈ id(m^k). úÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ m^k ÎÏŒÏÊ ÂÕËŒÏÊ m^′. L[z] ÌÅ- ÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ G(s + 1) ÏÔ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ A É ÂÕËŒÏÊ m^′. ðÕÓÔØ z^′ { ÔÁËÏÊ ÍÏÎÏÍ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ m^k ŒÍÅÓÔÏ m^′ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÎÏÍ w (ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÂÕËŒÙ m).

ïÐÅÒÁÔÏÒ L(w) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ ∏ L(w_i), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ w_i ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ h(s + 1) (ÁÌÆÁŒÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ s ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÜÌÅÍÅÎÔÁ m). îÁÚÏŒÅÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÎÏÍ w_i, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÂÕËŒÕ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ m É ÍÏÎÏÍÏÍ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÎÏÍ ÂÅÚ ÔÁ- ËÉÈ ÂÕËŒ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ G(s + 1) − 1 É ŒÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (h(s + 1) − 1)(G(s + 1) − 1) ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒÙ m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k − (h(s + 1) − 1)(G(s + 1) − 1) ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒÙ m Œ ÍÏÎÏÍÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÎÏÍ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÎÏÍÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ h(2) (ÎÕÖÎÁ ÂÕËŒÁ m É ÔÏ, Ë ÞÅÍÕ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ^{k−(h(s+1)−1)(G(s+1)−1)}_{h(2)} . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ G(s + 1) − 1, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÕÞÁ- ÓÔÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ^{k−(h(s+1)−1)(G(s+1)−1)}

h(2)(G(s+1)−1) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ k > n·h(2)·(G(s+1)−1)+(h(s+1)−1)(G(s+1)−1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ I_M (k)_{;s} ⊆ I(M; n).

Ç) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ x · L[w_1] · · · L(w_n), ÇÄÅ w_i { ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÓÉÍŒÏÌÁ | m É x. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ð.Ç) ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ L-ÄÌÉÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x É m ŒÅÌÉÞÉÎÏÊl(2). □

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ Œ L[A]. ðÒÉ- ÍÅÎÉŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ É ÌÅÍÍÕ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ á.7. ðÕÓÔØ C | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊂ C | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ∀k ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ C=M^{(k)} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ H É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D(M) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ L[C] ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ t_1t_2 · · · t_k, ÇÄÅ k < H, É ÌÉÂÏ t_i ∈ D, ÌÉÂÏ ∃m_i ∈ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ t_i = L(x_{i1})L(x_{i2}) · · · L(x_{ij} ), ÇÄÅ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ i) ŒÓÅ x_{iff} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ m_i. □

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ L-ÄÌÉÎÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.8. ðÕÓÔØ ŒÓÅ x_ff ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m. ôÏ- ÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ L(x_1)L(x_2) · · · L(x_j ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ L(y_1)L(y_2) · · · L(y_˘), ÇÄÅ – ≤ l(1), É ŒÓÅ y_ff ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ m. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.9. áÌÇÅÂÒÁ C ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ H ÎÁÄ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ M, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ s-ÂÁÚÉÓÏÍ C, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ D(M) É ÞÉÓÌÏ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ C ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ Q(t_1; : : : ; t_l), ÇÄÅ Q ∈ Mon_l, l ≤ H, É ∀i ÌÉÂÏ t_i ∈ D, ÌÉÂÏ ∃m_i ∈ M, k_i ∈ N: t_i = m^{ki}_i , ÐÒÉÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ t_i =∈ D ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ H. åÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ H ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ D = ∅, ÔÏ M | ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ C. üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ: M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ C ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.8 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ á.10. ðÕÓÔØ Var(B) { ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Y ⊂ B { ËÏ- ÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Y^′ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ Y . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ L[B] ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ {L[y]|y ∈ Y^′}, ÔÏ B ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y . □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÎÑÔÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÒÅ- ÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ á.7 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.8.

ôÅÏÒÅÍÁ á.11 (á. ñ. âÅÌÏŒ). ðÕÓÔØ C | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕ- ÉÒÏŒÁÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊂ C | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁ- ÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ∀k ÁÌÇÅÂÒÁ C=M^{(k)} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ C ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M. åÓÌÉ ÖÅ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ C ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ M | ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏŒÁ C. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÔËÁ- ÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏŒÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÙÓÏÔÙ ÕÓÌÏŒÉÅ ∃m_i ∈ M : t_i = m^{ki}_i ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ t_i Œ ŒÉÄÅ ÍÏÎÏÍÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ á.12. ðÕÓÔØ C | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊂ C | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ s-ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÁË- ÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÙ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M. □

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ á.13. ðÕÓÔØ M | ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ C | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ C ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ M. □

ôÅÏÒÅÍÁ á.11 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.14. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀ- ÂÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı : A ⊗ K[X] → A^′, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚ ı(M) ÃÅÌ ÎÁÄ ı(K[X]), ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ ı(K[X]).

œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ŒÙÛÅ. âÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ á.15 (á. ñ. âÅÌÏŒ). ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, M ⊆ A | ËÕÒÏ- ÛÅŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ A. ôÏÇÄÁ M | s-ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ á.10 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ á.16 (á. ñ. âÅÌÏŒ). ðÕÓÔØ C | ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊆ A | ËÕÒÏÛÅŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C. ôÏÇÄÁ M | s-ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ C. □

œ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÂÌÉÚÏÓÔØ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ \ÂÙÔØ ÈÏÒÏÛÉÍ". õÓÌÏŒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÈ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏŒÅÒÑ- ÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÒÁÂÏÔÅ [141] ÐÏËÁÚÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ l-ÄÌÉÎÙ Ë.Ð. ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Œ ÒÁÂÏÔÅ [163] | ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÈ. œ ÒÁÂÏÔÅ [163] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÊ ÉÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÊÏÒÄÁÎÏŒÏÊ Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. îÁËÏÎÅÃ, à.íÅÄŒÅÄÅŒ [110] ÐÏËÁÚÁÌ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ (4) ÄÌÑ Ë.Ð. ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÁÑ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏŒÁ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

œ ÒÁÂÏÔÅ [163] ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒ- ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅŒÙÍ. äÌÑ Ë.Ð. ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ M ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅŒÙÍ (É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ). œ [59] ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ëÕÒÏÛÅŒÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÊÏÒÄÁÎÏ- ŒÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ëÕÒÏÛÅŒÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ á.17. Á) ðÕÓÔØ A | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ (ÁÌØ- ÔÅÒÎÁÔÉŒÎÁÑ, ÊÏÒÄÁÎÏŒÁ) PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, M ⊂ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, M^{(k)} | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ k-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ∀k ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=M^{(k)} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M.

Â) ðÕÓÔØ B | ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÁÑ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏŒÁ Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ B ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m^2. □

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.18. ðÕÓÔØ B | ÁÌÇÅÂÒÁ ëÜÌÉ|äÉËÓÏÎÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ ÄŒÕÈ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ B ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ. □

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÅÏÒÅÍÙ á.11 É ÔÅÏÒÅÍÙ á.4 ŒÙÔÅËÁÅÔ ôÅÏÒÅÍÁ á.19. ðÕÓÔØ B | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ) ÓÌÏŒ ÏÔ ÅÅ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏŒÁ (s-ÂÁÚÉÓÏÍ) ÁÌÇÅÂÒÙ B ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏŒÁ (s-ÂÁÚÉÓÏÍ) ÆÁË- ÔÏÒÁ B ÐÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÏÒÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. □

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ-ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ M. òÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Œ ÒÁÚÄÅÌÅ ??.

ôÅÏÒÅÍÁ á.20. ðÕÓÔØ M | ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ Á) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÙÓÏÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÙÓÏÔÅ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ;

Â) Œ ËÁÖÄÏÊ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÁÐÅÌÌÉ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÁŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÔÏÖÅ PI;

Œ) òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(B) (Ô.Å. ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ B ∈ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍ áÍÉÃÕÒÁ É âÒÁÕÎÁ;

Ç) ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÉÍÅÅÔ ÃÅÎÔÒ, ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÐÏÌÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÙÓÌÏŒÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÏËÁÌÉ- ÚÁÃÉÑ ÐÅÒŒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÃÅÎÔÒÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ, É ÐÅÒŒÉÞ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ. òÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ.

Ä) ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ?? É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ??.

Ä) ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ÌÀÂÏÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËŒÁÄÒÁÔ n × n, ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ T(M). □

íÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÒÁŒÎÏ ËÁË É ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÎÅÊ ÐÏÎÑÔÉÊ, Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

á.1. œÏÐÒÏÓÙ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏŒ ûÉÒÛÏŒÁ Œ ÌÉÅŒÏÍ É ÊÏÒÄÁÎÏ- ŒÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÊÏÒÄÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÌÉÂÏ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ HC_3, ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁ- ÔÒÉÃ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ A ∘ B = AB + BA. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÄŒÁ | ÎÅÔ. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.87) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÎÏÍÏŒ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ŒÙÛÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÁÔÒÉÃ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒ- ÛÉÊ ÞÌÅÎ u, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ å. é. úÅÌØÍÁÎÏŒÁ [59] ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ HC_3. îÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏŒ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ max(m=2; const). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ- ŒÏË ÓËÏÂÏË, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ (ÌÉÅŒÙÈ) ÍÏÎÏÍÏŒ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ. œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ŒÓÔÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ûÉÒÛÏŒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ á.19 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÓÌÏŒÉÅ \ËÕÒÏÛÅŒÏÓÔÉ". ðÏ ŒÓÅÊ ŒÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ËÁË-ÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÒÁÎÇÁÍÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ. âÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÕ ÓŒÑÚØ.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ PI (–; ‹)-ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ PI (–; ‹)-ÁÌÇÅÂÒ ÈÏÒÏÛÉÍ?

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ë.Ð. ÜÎÇÅÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅÐÌÏÈÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÈÏÒÏÛÅÅ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÁË o(n)!. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ å. é. úÅÌØÍÁÎÏŒÁ).

âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÈÏÒÏÛÁÑ ÓÌÅŒÁ, ÈÏÒÏÛÅÊ ÓÐÒÁŒÁ? œ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ ÎÕÌØ?

úÁÍËÎÕÔ ÌÉ ËÌÁÓÓ ÎÅÐÌÏÈÉÈ (ÈÏÒÏÛÉÈ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ Ë.Ð. ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ? œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÓÎÏŒÁ PI, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅŒÙÈ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÊ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÎÏŒÁ PI. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ A É B Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ L- ÄÌÉÎÏÊ ÓÎÏŒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ L-ÄÌÉÎÕ; Á ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ L[A] É L[B] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ, ÔÏ L(A ⊗ B) ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. ïÄÎÁËÏ ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A ⊗ B)?

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÉ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÎÉÌØÂÁÚÉÓÁ Õ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍ, ÊÏÒÄÁÎÏŒÏÍ É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÎÉÌØÂÁÚÉÓÏÍ. éÎ- ÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÝÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÎÉÌØÂÁÚÉÓÁ. îÅÌØÚÑ ÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ á.13 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÉÌØÁÌÇÅÂÒ?

â. ï ÔÅÏÒÅÍÅ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ

ðÏÌÕËÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÚÁËÏÎÏÍ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ. óÐÅÃÉÆÉËÁ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÉ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É Œ ÎÁÌÉÞÉÉ ÑÄÒÁ Õ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÐÏÌÕËÏÌØÃÁ-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏÍ ˘. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ N. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÁ Ó ÎÕÌÅÍ.

åÓÌÉ Œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

x_1 : : : x_m = ∑ œ≠id

¸_œ x_{œ(1)} : : : x_{œ(m)}; ÇÄÅ ¸_œ ∈ ˘; (5)

ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ. ïÄÎÁËÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÌÅÃ, ÎÁÌÉ- ÞÉÅ ÄÁÖÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÎÅ ŒÌÅÞÅÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ (5). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.1. ðÕÓÔØ A | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M = Var(A), a_1; : : : ; a_s | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ A, R | ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ a_i. ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ v ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Œ R

ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏŒ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÓÌÏŒÕ w, É ÜÔÁ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ w.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÀÂÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ, Á Œ ÓÉÌÕ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÞÌÅÎÁÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÉÚ R ÓÕÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. □

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ 2×2 ÉÌÉ ŒÙÛÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÂÏÌØ- ÛÕÀ ÅÄÉÎÉÃÙ, É ÁÌÇÅÂÒÁ A ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ (Ô.Å. M ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÂÏÌØÛÕÀ ÅÄÉÎÉÃÙ, Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÕÎËÔÁ ??). éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ â.2. ðÕÓÔØ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ É PIdeg(M) > 1 (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ ??). ôÏÇÄÁ ÎÉËÁ- ËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ R Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ R ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ. □

ðÕÓÔØ Œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ S ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ f = 0. \þÁÓÔÉÞ- ÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ" f ÍÏÖÅÔ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ x^3 = 0, ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ x^2y + xyx + yx^2 = 0.) ïÄÎÁËÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ f ÐÏ ËÁ- ÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.3. ðÕÓÔØ Œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ S ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f(t; x) = 0. (þÅÒÅÚ t ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ x.) ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÐÏ x. ôÏÇÄÁ Œ S ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ~f | ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ f ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÌÅÃ ÍÙ ÂÙ ÚÁÐÉÓÁÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

~f = f(t; x_1 + · · · + x_m) − ∑ i f(t; x_1 + · · · + ^x_i + · · · + x_m)+ + ∑ i¡j f(t; x_1 + · · · + ^x_i + · · · + ^x_j + · · · + x_m) − · · · + (−1)^{m−1} ∑ k f(t; x_k):

(úÎÁË ^, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ.)

ïÄÎÁËÏ Œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÁÈ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ ÎÅÔ, É ÍÙ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ

~f + ∑ i f(t; x_1 + · · · + ^x_i + · · · + x_m)+ + ∑ i¡j¡k

f(t; x_1 + · · · + ^x_i + · · · + ^x_j + · · · + x_m) + : : : =

= f(t; x_1 + · · · + x_m) + ∑ i¡j f(t; x_1 + · · · + ^x_i + · · · + ^x_j + · · · + x_m) + : : : :

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ, ÔÏ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ~f, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ~f ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ â.4. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ x^m = 0 Œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÁÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ ∑ œ x_{œ(1)} : : : x_{œ(m)} = 0: □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. Á) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ.

Â) ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, Œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÁÈ ÒÁÂÏÔÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ x = y ÐÒÏŒÅÒÑÀÔ ÏÂÙÞÎÏ ÔÁË: ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x + z = y + t, Á ÚÁÔÅÍ ÕÂÅÖÄÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ z = t = 0 (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ!).

ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÐÏ- ÌÕËÏÌÅÃ.

ôÅÏÒÅÍÁ â.5. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ x^m = 0. ôÏÇÄÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ 2l^{m+1}m^3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÕÌÅŒÙÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ É ŒÏÚØÍÅÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ v ÄÌÉÎÙ 2l^{m+1}m^3. œ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÇÌÁŒÙ 2, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÌÉÂÏ m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ m-À ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÄÓÌÏŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏŒÏ v m-ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏ É ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v = v_0v_1v_2 : : : v_m, ÇÄÅ v_1 ≻ v_2 ≻ · · · ≻ v_m. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff ∈ S_m\ id ÓÌÏŒÏ v_œ = v_0v_{œ(1)} : : : v_{œ(m)} ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ v É, Œ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ v, ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. éÍÅÅÍ

v = v_0v_1v_2 : : : v_m = v_0(v_1v_2 : : : v_m + ∑ œ≠id

v_{œ(1)} : : : v_{œ(m)}) =

= v_0( ∑ œ v_{œ(1)} : : : v_{œ(m)}) = v_0 · 0 = 0:

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ŒÙÂÏÒÏÍ v. ôÅÏÒÅÍÁ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÐÏ- ÌÕËÏÌÅÃ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ É ÁÌØÔÅÒÎÁ- ÔÉŒÎÙÈ.

óÌÕÞÁÊ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ Ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ åÓÌÉ R | ËÏÌØÃÏ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (x + y − x − y)z = (x + y)(z − z) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ (x + y)z = (y + x)z É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÁ. œ ÐÏÌÕËÏÌØÃÁÈ ÔÁËÉÅ ŒÙËÌÁÄËÉ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÔ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÔØ ÏÂÈÏÄÎÏÊ ÍÁÎÅŒÒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.6. ðÕÓÔØ x + y = y + x^′ = 0: ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ a É b ax + bx = bx + ax É xa + xb = xb + xa.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0 = (a + b)(x + y) = ax + bx + ay + by. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, bx+ax+ay+by = bx+a(x+y)+by = b(x+y) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ bx+ax+(a+b)y = ax + bx + (a + b)y. ðÒÉÂÁŒÉŒ ÓÐÒÁŒÁ (a + b)x^′, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ xa + xb = xb + xa ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □ éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ â.7. åÓÌÉ W | ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ 2l^{m+1}m^3, x + y = y + x^′ = 0, ÔÏ W x = xW = W x^′ = x^′W = 0. □

ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ x^m = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (x_1 + · · · + x_m)^m É (x_m + · · · + x_1)^m. òÁÓËÒÏÅÍ Œ ÎÉÈ ÓËÏÂËÉ (ŒÎÁÞÁÌÅ ÓËÏÂËÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÐÏÔÏÍ | ŒÔÏÒÏÇÏ É Ô.Ä., Œ ËÏÎÃÅ | m-ÇÏ). ðÏÌÕÞÉÍ ÄŒÅ ÓÕÍÍÙ

∑_mm i=1 v_i É

∑_mm i=1 v^′_i, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ m^m ÞÌÅÎÏŒ | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ x_i. ðÒÉ ÜÔÏÍ v^′_i = v_mm_{−i}. (åÓÌÉ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÓÕÍÍÁ). ðÏÌÏÖÉÍ s_k = ∑_{k−1} i=1 v_i, s^′_k =

∑_mm

i=m^m−(k−1) v ′ i, r_k =

∑_mm i=k v_i, r^′_k =

∑_mm_{−1} i=1 v^′_i.

éÍÅÅÍ s_k + r_k = r^′_k + s^′_k = 0, s_k + v_k = s_{k+1}, v_{k−1} + r_k = r_{k−1}, v_k + s^′_k = s^′_{k+1}, r^′_k + v_{k−1} = r^′_{k−1}.

ìÅÍÍÁ â.8. ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ W ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k · 2l^{m+1}m^3. ôÏÇÄÁ W s_k = W v_k = W r_k = W s^′_k = W r^′_k = 0. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ W ÎÁ s_k, r_k , s^′_k, r^′_k É v_k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ W s_k, W r_k É W v_k. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k. âÁÚÕ ÄÌÑ k = 1 ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ â.7. œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ s_k + r_k = 0, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ W r_k. ðÏÌÏÖÉÍ W = uW^′, ÇÄÅ |u| = 2l^{m+1}m^3, |W^′| ≥ (k − 1) · 2l^{m+1}m^3. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ W^′s_{k−1} = W^′v_{k−1} = W^′r_{k−1} = W^′s^′_{k−1} = W^′r^′_{k−1} = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W^′s_k = W^′s^′_k = W^′v_k É W^′v_k + W^′r_k = W^′s_k + W^′r_k = W^′(s_k + r_k) = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ W^′r^′_k+ W^′s^′_k = W^′r^′_k + W^′v_k = W^′r^′_k + W^′s_k = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ x = W^′r_k, y = W^′s_k, x^′ = W^′r^′_k É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ â.9. (ôÅÏÒÅÍÁ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ ÏÂ- ÝÅÇÏ ŒÉÄÁ.) åÓÌÉ Œ l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ x^m = 0, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ m^m · 2l^{m+1}m^3 + m, ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÅËÓ k ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ m^m. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ m^m · 2l^{m+1}m^3 ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÞÌÅÎ ÌÀÂÏÊ ÓÕÍÍÙ

∑_mm

i=1 v_i ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. Á) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ É ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÉ, ÏÃÅÎËÕ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÄÏ m! · l^{m+1}m^3 + m. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ (ÐÏ m) ÏÃÅÎËÕ.

Â) íÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÎÕÌÑ. éÎÁÞÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÑÄÒÏ, É ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÏÛÌÉ ÂÙ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ x^2 = x^3 (ÏÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÂÕËŒ).

Œ) íÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ. âÅÚ ÎÅÅ ÄÁÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÕÍÍ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÅ- ŒÒÁÔÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, É ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ. œÅÒÏ- ÑÔÎÏ, ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ËÏÌÅÃ (ËÏÌÅÃ Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ) ÔÅÏÒÅÍÁ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ ÎÅ ŒÅÒÎÁ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. áÄÑÎ ó. é. ðÒÏÂÌÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ // íÏÓËŒÁ, îÁÕËÁ, 1975. | 336 c.

2. áÄÑÎ ó. é., òÁÚÂÏÒÏŒ á. á. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1987. | 42 , Â 2. | C. 2{68

3. áÄÑÎ ó. é., òÁÚÂÏÒÏŒ á. á. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ // íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1988. | 39 , Â 3. | C. 444{452

4. áÎÁÎØÉÎ á. ú. ìÏËÁÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÙÅ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1977. | 16 , Â 1. | C. 3{23 (òöíÁÔ, 1977, 11á304)

5. áÎÁÎØÉÎ á. ú. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÏÂÒÙŒÁ. XIX œÓÅÓ. ÁÌÇÅÂÒ. ËÏÎÆ.: ôÅÚÉÓÙ ÓÏÏÂÝ. I. ìØŒÏŒ, 1987. | C. 7

6. áÎÁÎØÉÎ á. ú. ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1979. | 18 , Â 1. | C. 3{8 (òöíÁÔ, 1979, )

7. áÎÁÎØÉÎ á. ú., ëÅÍÅÒ á. ò. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÒÅ- ÛÅÔËÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÙ // óÉÂ. ÍÁÔ. Ö. | 1976. | 17 , Â 4. | C. 723{730

8. áÎÄÒÕÁÎËÉÅŒÉÞ œ. á., òÑÂÕÈÉÎ à. í. áÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ // äáî óóóò. | 1984. | 275 , Â 3

9. áÎÄÒÕÁÎËÉÅŒÉÞ œ. á., òÑÂÕÈÉÎ à. í. òÁÄÉËÁÌÙ ÁÌÇÅÂÒ É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ // íÏÓËŒÁ, îÁÕËÁ, 1979

10. áÔØÑ í., íÁËÄÏÎÁÌØÄ é. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. | í.:

íÉÒ, 1972.

11. âÁÂÅÎËÏ é. ë. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÒÏÓÔÁ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1986. | 41 , Â 2. | C. 96{142

12. âÁÈÔÕÒÉÎ à. á. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ // íÏÓËŒÁ, îÁÕËÁ, 1985. | 448 c.

13. âÁÈÔÕÒÉÎ à. á., ïÌØÛÁÎÓËÉÊ á. à. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ // éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎ. óÅÒ. óÏŒÒÅÍ. ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔ. æÕÎÄÁÍ. ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. | í.: œéîéôé, 1988 | 18 . | C. 117{240

14. âÅÊÄÁÒ ë. é. ë ÔÅÏÒÅÍÁÍ á. é. íÁÌØÃÅŒÁ Ï ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1986. | 41 , Â 5. | C. 161{162

15. âÅÊÄÁÒ ë. é., ìÁÔÙÛÅŒ œ. î., íÁÒËÏŒ œ. ô., íÉÈÁÌÅŒ á. œ., óËÏÒÎÑ- ËÏŒ ì. á., ôÕÇÁÎÂÁÅŒ á. á. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ // éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ. áÌÇÅÂÒÁ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. | í.: œéîéôé. | 1984. | 22 . | C. 3{115 (òöíÁÔ,

16. âÅÌÏŒ á. ñ. ï ÂÁÚÉÓÅ ûÉÒÛÏŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ n // íÁÔ. ÓÂ. | 1988. | 135 , Â 31. | C. 373{384 (òöíÁÔ, 1988, 7á252)

17. âÅÌÏŒ á. ñ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ É ÌÉÅŒÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ // óÉÂ. ÛËÏÌÁ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒ. ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. ôÅÚÉÓÙ. | âÁÒÎÁÕÌ, 1988. | C. 12{13

18. âÅÌÏŒ á. ñ. ïÃÅÎËÁ ÄÌÑ ŒÙÓÏÔÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ // íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆ. ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÁÍÑÔÉ á. é. íÁÌØÃÅŒÁ. ôÅÚ. ÄÏËÌ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. | îÏ- ŒÏÓÉÂÉÒÓË, 1989. | C. 21

19. âÅÌÏŒ á. ñ. ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1 // V I œÓÅÓÏÀÚÎ. ÛËÏÌÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒ. ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. ôÅÚÉÓÙ. | íÁÇÎÉÔÏÇÏÒÓË, 1990. | C. 7{8

20. âÅÌÏŒ á. ñ. ï ËÏÎÅÞÎÏ{ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ Ó ÎÅÃÅÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏŒÁ // V I ÓÉÍÐÏÚ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÅÚÉÓÙ. | ìØŒÏŒ, 11{13 ÓÅÎÔ. 1990. | C. 19

21. âÅÌÏŒ á. ñ., ëÏÎÄÁËÏŒ ç. œ. ïÂÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁ- ÍÉËÉ // æÕÎÄ. É ÐÒÉËÌ. ÍÁÔÅÍ. | 1995. | 1 , Â 1. | C. 71{79

22. âÅÌÏŒ á. ñ. ôÅÏÒÅÍÁ îÁÇÁÔÙ{èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ // æÕÎÄ. É ÐÒÉËÌ. ÍÁÔÅÍ. | 1995. | 1 , Â 2. | C. 523{527

23. âÏËÕÔØ ì. á., ìØŒÏŒ é. œ., èÁÒÞÅÎËÏ œ. ë. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ // éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎ. óÅÒ. óÏŒÒÅÍ. ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔ. æÕÎÄÁÍ. ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. | í.: œéîéôé, 1988 | 18 . | C. 5{116

24. âÏËÕÔØ ì. á., ëÕËÉÎ ç. ð. îÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÄÌÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ÇÒÕÐÐ É ËÏÌÅÃ // éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎ. áÌÇÅÂÒÁ, ôÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ, çÅÏÍÅÔÒÉÑ. óÅÒ. óÏŒÒÅÍ. ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔ. æÕÎÄÁÍ. ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. | í.: œéîéôé, 1987 | 25 . | C. 3{66

25. âÏÒÅŒÉÞ ú. é., ûÁÆÁÒÅŒÉÞ é. ò. ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. | í.: îÁÕËÁ, 1964. | 566 c. (òöíÁÔ, 1965, 4á116ë)

26. âÏÒÉÓÅÎËÏ œ. œ. ï ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÏŒ // œÅÓÔÎ. íçõ. óÅÒ. ÍÁÔ., ÍÅÈ. | 1985. | Â 4. | C. 75{77 (òöíÁÔ, 1985, 11á290)

27. âÏÒÉÓÅÎËÏ œ. œ. ï ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1986. | 39 , Â 4. | C. 151{152

28. œÁÊÓ á. ñ., úÅÌØÍÁÎÏŒ å. é. ôÅÏÒÅÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // éÚŒ. œÙÓÛ. ÕÞ. ÚÁŒ., íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1989. | Â 6. | C. 63{72

29. œÁÊÓ á. ñ. ï ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ // XIX œÓÅÓ.

ÁÌÇÅÂÒ. ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑ. | ìØŒÏŒ, 9{11 ÓÅÎÔ. 1987 Ç.: 1987. | C. 48

30. çÁÎÔÍÁÈÅÒ æ. ò. ôÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. | í.: îÁÕËÁ, 1967. | 575 c.

(òöíÁÔ, 1968, 3á312ë)

31. çÁÔÅŒÁ-éŒÁÎÏŒÁ ô. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ // œÅÓÔÎ. íçõ. óÅÒ. ÍÁÔ., ÍÅÈ. | 1980. | Â 2. | C. 47{50

32. çÅÌØÆÁÎÄ é. í., ëÉÒÉÌÌÏŒ á. á. ï ÔÅÌÁÈ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÂÅÒÔÙŒÁÀÝÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ // äÏËÌ. áî óóóò. | 1966. | 167 , Â 3. | C. 503{ 505 (òöíÁÔ, 1966, 8â477)

33. çÅÎÏŒ ç. ë. âÁÚÉÓ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1981. | 20 , Â 4. | C. 365{388

34. çÅÎÏŒ ç. ë., óÉÄÅÒÏŒ ð. î. âÁÚÉÓ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÞÅÔŒÅÒ- ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ //I, II. óÅÒÄÉËÁ. | 1982., Â 8. | C. 313{323 ,. | C. 351{366

35. çÅÎÏŒ ç. ë. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÛÐÅÈÔÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // ðÌÉÓËÁ. | 1981., Â 2. | C. 30{40

36. çÅÒÁÓÉÍÏŒ œ. î. äÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÙÅ ÒÅÛÅÔËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1976. | 15 , Â 4. | C. 384{435

37. çÏŒÏÒÏŒ œ. å. ï ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ // íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1972.

| 12 , Â 2. | C. 197{204 (òöíÁÔ, 1972, 12á326)

38. çÏŒÏÒÏŒ œ. å. ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // íÁÔ. ÚÁ- ÍÅÔËÉ. | 1973. | 14 , Â 2. | C. 209{216 (òöíÁÔ, 1974, 1á392)

39. çÏÌÏÄ å. ó., ûÁÆÁÒÅŒÉÞ é. ò. ï ÂÁÛÎÅ ÐÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1964. | 28 , Â 2. | C. 261{272 (òöíÁÔ, 1964, 9á219)

40. çÏÌÏÄ å. ó. ï ÎÉÌØÁÌÇÅÂÒÁÈ É ÆÉÎÉÔÎÏ-ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÙÈ p-ÇÒÕÐÐÁÈ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1964. | 28 , Â 2. | C. 273{276 (òöíÁÔ, 1964, 9á220)

41. çÏÒÂÁÔÅÎËÏ å. í. ï ÂÁÚÉÓÅ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ // V I ÓÉÍÐÏÚ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÅÚÉÓÙ. | ìØŒÏŒ, 11{13 ÓÅÎÔ. 1990. | C. 40{41

42. çÒÉÇÏÒÞÕË ò. é. ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ íÉÌÎÏÒÁ Ï ÇÒÕÐÐÏŒÏÍ ÒÏÓÔÅ // æÕÎËÃ.

ÁÎÁÌ. É ÅÇÏ ÐÒÉÌ. | 1980. | 14 , Â 1. | C. 53{54

43. çÒÉÇÏÒÞÕË ò. é. ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ íÉÌÎÏÒÁ Ï ÇÒÕÐÐÏŒÏÍ ÒÏÓÔÅ // äÏËÌ. áî óóóò. | 1983. | 271 , Â 1. | C. 53{54 (òöíÁÔ, 1983, 11á249)

44. çÒÉÇÏÒÞÕË ò. é. óÔÅÐÅÎÉ ÒÏÓÔÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÔÅÏÒÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1984. | 48 , Â 5. | C. 939{985 (òöíÁÔ, 1984,

45. çÒÉÇÏÒÞÕË ò. é. ï ÒÑÄÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ-ðÕÁÎËÁÒÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ // íÁÔ. ÓÂ. | 1989. | 180 , Â 2. | C. 207{ 225 46. çÕÂÅÌÁÄÚÅ é. ä. çÉÐÏÔÅÚÁ áÎÄÅÒÓÏÎÁ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÉÄÏŒ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙ // íÁÔ. ÓÂ. | 1988. | 135 , Â 2. | C. 169{185 (òöíÁÔ, 1988, 6á382)

47. çÒÉÛÉÎ á. œ. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1983. | 22 , Â 6. | C. 608{625 (òöíÁÔ, 1984, 11á172)

48. çÒÉÛÉÎ á. œ. ðÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒ É ÅÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅ- ÎÉÑ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1987. | 26 , Â 5. | C. 536{557 (òöíÁÔ, 1988, 8á264)

49. çÒÉÛÉÎ á. œ. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1990. | 54 , Â 5. | C. 899{927

50. çÒÉÛÉÎ á. œ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 // íÅÖÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆÅÒ. ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÁÎÁÌÉÚÕ, ÐÏÓŒ. 100- ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄ. î. ç. þÅÂÏÔÁÒÅŒÁ. 5{11 ÉÀÎÑ 1994 Ç. ôÅÚ. ÄÏËÌ. | ëÁÚÁÎØ: îçõ, 1982. | C. 29

51. äÖÅËÏÂÓÏÎ î. óÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ. | í.: éì, 1961. | 392 c.

52. äÎÅÓÔÒÏŒÓËÁÑ ÔÅÔÒÁÄØ: ÏÐÅÒÁÔÉŒÎÏ-ÉÎÆÏÒÍÁÃ. ÓÂÏÒÎÉË | 4-Å ÉÚÄ. | îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË: ÉÚÄ. ÉÎ{ÔÁ ÍÁÔÅÍ. óï áî óóóò, 1993. | 73 c.

53. äÒÅÎÓËÉ œ. ó. ï ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÈ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1974. | 13 , Â 3. | C. 265{290

54. äÕÂÎÏŒ ñ. ó., éŒÁÎÏŒ œ. ë. ï ÐÏÎÉÖÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÁÆÆÉÎÏÒÎÙÈ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÏŒ // äÏËÌ. áî óóóò. | 1943. | 41 , Â 3. | C. 99{102

55. åÇÏÒÙÞÅŒ ç. œ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ- ÔÏÒÎÙÈ ÓÕÍÍ // íÏÓËŒÁ, îÁÕËÁ, 1977

56. öÅÌŒÁËÏŒ ë. á., ûÅÓÔÁËÏŒ é. ð. ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ûÉÒÛÏŒÁ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1973. | 12 , Â 2. | C. 41{73

57. öÅÌŒÁËÏŒ ë. á., óÌÉÎØËÏ á. í., ûÅÓÔÁËÏŒ é. ð., ûÉÒÛÏŒ á. é.

ëÏÌØÃÁ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ. | í.: îÁÕËÁ, 1978. | 431 c.

58. úÁÊÃÅŒ í. œ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÏ ÓÌÁÂÙÍÉ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÁÍÉ // V I ÓÉÍÐÏÚ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÅÚÉÓÙ. | ìØŒÏŒ, 11{13 ÓÅÎÔ. 1990. | C. 56

59. úÅÌØÍÁÎÏŒ å. é. áÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÊÏÒÄÁ- ÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ // óÉÂ. ÍÁÔ. Ö. | 1982. | 23 , Â 6. | C. 100{116 (òöíÁÔ, 1983, 6á260)

60. úÅÌØÍÁÎÏŒ å. é. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ ìÉ // íÁÔ. ÓÂ. | 1989. | 180 , Â 2. | C. 159{167

61. úÅÌØÍÁÎÏŒ å. é. òÅÛÅÎÉÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ âÎÒÎÓÁÊÄÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1990., Â 1. | C. 42{59

62. úÅÌØÍÁÎÏŒ å. é., ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÅÎÄŒÉÞÅŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ // ôÒ. íÁÔ. ÉÎ-ÔÁ áî óóóò. | 1990. | 183 . | C. 106{111 (òöíÁÔ, 1991, 1á247)

63. úÕÂÒÉÌÉÎ ë. á. ï ËÌÁÓÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍ ëÁÐÅÌÌÉ // æÕÎÄ. É ÐÒÉËÌ. ÍÁÔÅÍ. | 1995. | 1 , Â 2. | C. 409{430

64. éÙÕÄÕ î. ë. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÁÌÇÅÂÒ // æÕÎÄ. É ÐÒÉËÌ. ÍÁÔÅÍ. | 1995. | 1 , Â 2. | C. 541{544

65. éÙÕÄÕ î. ë. CÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ É ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏÉÓË. ÕÞ. ÓÔ. ËÁÎÄ. ÆÉÚ. ÍÁÔ. ÎÁÕË, | íÏÓËŒÁ, 1996. | 73 c.

66. ëÅÍÅÒ á. ò. úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÓÔÎÄÁÒÔÎÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅ // íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1978. | 23 , Â 5. | C. 753{757

67. ëÅÍÅÒ á. ò. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÁÐÅÌÌÉ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ // äÏËÌ. áî óóóò. | 1980. | 225 , Â 4. | C. 793{797 (òöíÁÔ, 1981, 4á242)

68. ëÅÍÅÒ á. ò. ï ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1980. | 19 , Â 3. | C. 255{283

69. ëÅÍÅÒ á. ò. ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1981.

| 20 , Â 4. | C. 395{418

70. ëÅÍÅÒ á. ò. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É Z_2-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1984. | 48 , Â 5. | C. 1042{1059

71. ëÅÍÅÒ á. ò. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1987. | 26 , Â 5. | C. 597{641

72. ëÅÍÅÒ á. ò. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅ- ÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1988. | 27 , Â 3. | C. 274{294 (òöíÁÔ, 1989, 5á166)

73. ëÅÍÅÒ á. ò. îÅÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏÉÓË. ÕÞ. ÓÔ. ËÁÎÄ. ÆÉÚ. ÍÁÔ. ÎÁÕË, | îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË, 1981. | 105 c.

74. ëÅÍÅÒ á. ò. éÄÅÁÌÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏÉÓË.

ÕÞ. ÓÔ. ÄÏËÔ. ÆÉÚ. ÍÁÔ. ÎÁÕË | âÁÒÎÁÕÌ, 1988. | 126 c.

75. ëÉÒÉÌÌÏŒ á. á. ï ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÈ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ // œÅÓÔÎ. íçõ. óÅÒ. 1. | 1989. | Â 2. | C. 11{13 (òöíÁÔ, 1989, 7á210)

76. ëÉÒÉÌÌÏŒ á. á., ëÏÎÃÅŒÉÞ í. ì., íÏÌÅŒ á. é. áÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ- ÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ // ðÒÅÐÒ. / éÎ-Ô ÐÒÉËÌ. ÍÁÔ. áî óóóò. | 1983. | Â 39. | 19 c. (òöíÁÔ, 1983, 12á249)

77. ëÉÒÉÌÌÏŒ á. á., íÏÌÅŒ á. é. ïÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ // ðÒÅÐÒ. / éÎ-Ô ÐÒÉËÌ. ÍÁÔ. áî óóóò. | 1985. | Â 168

78. ëÉÒÉÌÌÏŒ á. á., ëÏÎÃÅŒÉÞ í. ì. òÏÓÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÄŒÕÍÑ ÏÂÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ // œÅÓÔÎ. íçõ. óÅÒÉÑ 1. | 1983. | Â 4. | C. 15{20 (òöíÁÔ,

79. ëÏÖÕÈÁÒØ å. ð., þÅËÁÎÕ ç. ð. ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ // 3 íÅÖÄÕ- ÎÁÒ. ËÏÎÆ. ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÁÍÑÔÉ í. é. ëÁÒÇÁÐÏÌÏŒÁ. | ëÒÁÓÎÏÑÒÓË, 1993. | 155 c. (òöíÁÔ, 1994, 9á190)

80. ëÏÌÏÔÏŒ á. ô. áÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1981. | 20 , Â 2. | C. 138{154 (òöíÁÔ, 1982, 2á238)

81. ëÏÌÏÔÏŒ á. ô. áÌÇÅÂÒÙ É ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Ó ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÒÏÓÔÁ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1980. | 19 , Â 6. | C. 659{669 (òöíÁÔ, 1982, 2á238)

82. ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é. œÏËÒÕÇ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1986. | 232 c.

83. ëÒÁÓÉÌØÎÉËÏŒ á. î. ï ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ // V I ÓÉÍÐÏÚ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÅÚÉÓÙ. | ìØŒÏŒ, 11{13 ÓÅÎÔ. 1990. | C. 76

84. ëÕÂÌÁÎÏŒÓËÉÊ ó. é. ìÏËÁÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÏ-ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÙÅ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ É ÁÌÇÅÂÒ // ìÅÎÉÎÇÒ. ÐÅÄÁÇÏÇÉÞ. ÉÎ{Ô., | ì:, 1982, ÄÅÐ. Œ œéîéôé 14.12.82, Â 6143. | 78 c.

85. ëÕÚØÍÉÎ å. î. ï ÔÅÏÒÅÍÅ îÁÇÁÔÙ-èÉÇÍÁÎÁ // ôÒÕÄÙ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÅ ÁËÁÄÅÍÉËÕ éÌØÅŒÕ. | óÏÆÉÑ, 1975. | C. 101{107 (òöíÁÔ, )

86. ëÕËÉÎ ç. ð. ï ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ // óÉÂ. ÍÁÔ. Ö. | 1977. | 18 , Â 5. | C. 1194{1197 (òöíÁÔ, 1978, 6á302)

87. ëÕËÉÎ ç. ð. âÁÚÙ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ // íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1978. | 24 , Â 3. | C. 375{382 (òöíÁÔ, 1979, 3á262)

88. ëÕÒÏÛ á. ç. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ âÅÒÎ- ÓÁÊÄÁ Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ // éÚŒ. áî óóóòÓÅÒ. ÍÁÔ., | 1941. | 5 . | C. 233{240

89. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ïÂÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉ- ÓÏŒ // óÉÂ. ÍÁÔ. Ö. | 1966. | 7 , Â 6. | C. 1422{1424

90. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ï ÛÐÅÈÔÏŒÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1969. | 8 , Â 6. | C. 660{673

91. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1973. | 37 , Â 5. | C. 1010{1037 (òöíÁÔ, 1974, 2á272); English transl.: Math. USSR. Izvestija. | 1973. | 7 . | C. 1011{1038

92. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ë ÔÅÏÒÅÍÅ òÅÇÅŒÁ Ï ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ PI-ÁÌÇÅÂÒ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1972. | 27 , Â 4. | C. 213{214

93. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÅÃ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1977. | 32 , Â 4. | C. 259{262

94. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ //I. áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1977. | 16 , Â 2. | C. 149{183

95. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. îÅÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏÉÓË. ÕÞ. ÓÔ. ÄÏËÔ. ÆÉÚ. ÍÁÔ. ÎÁÕË, | íÏÓËŒÁ, 1977. | 150 c.

96. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ // áÌÇÅÂÒÁ. óÂ. ÒÁÂÏÔ, ÐÏÓŒÑÝ. 90-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄ. ï. à. ûÍÉÄÔÁ. | í., 1982. | C. 86{94 (òöíÁÔ, 1983, 4á276)

97. ìÁÔÙÛÅŒ œ. î. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.

| í.: íçõ, 1988. | 67 c. (òöíÁÔ, 1988, 12á356ë)

98. ìÅÎÇ ó. áÌÇÅÂÒÁ. | í.: íÉÒ, 1972. | 564 c.

99. ìØŒÏŒ é. œ. ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ // áÌÇÅÂÒÁ É ìÏ- ÇÉËÁ. | 1973. | 12 , Â 3. | C. 269{297 (òöíÁÔ,

100. ìØŒÏŒ é. œ. ë ÔÅÏÒÅÍÅ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ // œÓÅÓ. ÓÉÍÐÏÚ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. | îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË: îçõ, 1982. | C. 57

101. ìØŒÏŒ é. œ. ôÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÎÁ Ï ÒÁÄÉËÁÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌ- ÇÅÂÒÙ // ðÒÅÐÒ. / îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË: éí óï áî óóóò. | 1984. | Â 63. | 51 c. (òöíÁÔ, 1985, 6á212)

102. íÁÌØÃÅŒ á. é. ïÂ ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑÍÉ // íÁÔ. ÓÂ. | 1950. | 26 , Â 3. | C. 19{33

103. íÁÌØÃÅŒ á. é. ï ÇÒÕÐÐÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ // íÁÔ. ÓÂ. | 1948. | 22 , Â 2. | C. 351{352

104. íÁÌØÃÅŒ á. é. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | í.: îÁÕËÁ, 1970. | 392 c. 105. íÁÌØÃÅŒ á. é. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ËÏÎÇÒÅÓÓ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. (íÏÓËŒÁ, 1966), | í.: 1968. | C. 217{231

106. íÁÌØÃÅŒ à. î. âÁÚÉÓ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÅÒÈÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ // áÌÇÅÂÒÁ É ìÏÇÉËÁ. | 1971. | 10 , Â 4. | C. 393{400

107. íÁÌØÃÅŒ à. î., ëÕÚØÍÉÎ å.î. âÁÚÉÓ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ŒÔÏ- ÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ // áÌÇÅÂÒÁ É ìÏÇÉËÁ. | 1978. | 17 , Â 1. | C. 28{32

108. íÁÒËÏŒ œ. ô. ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ T -ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // áÌÇÅÂÒÁ É ìÏÇÉËÁ. | 1979. | 18 , Â 5. | C. 587{598 (òöíÁÔ, 1980, 9á268); English transl.: Algebra and Logic. | 1980. | 18 . | C. 371{378

109. íÁÒËÏŒ œ. ô. îÉÌØ-ÒÁÄÉËÁÌÙ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ PI- ÁÌÇÅÂÒ // ðÒÅÐÒ. / îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË: éí óï áî óóóò. | 1985. | Â 24. | 30 c. (òöíÁÔ, 1986, 6á398)

110. íÅÄŒÅÄÅŒ à. á. îÉÌØ{ÒÁÄÉËÁÌÙ ËÏÎÅÞÎÏÇ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ // ðÒÅÐÒ. / îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË: éí óï áî óóóò. | 1985. | Â 24. | 30 c. (òöíÁÔ, 1986, 6á398)

111. íÉÈÁÌÅŒ á. á. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓŒÏÂÏÄÅ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÃŒÅÔ- ÎÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ ìÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÏÇÏ ŒÉÄÁ. 5 óÉÂ. ËÏÎÆ. ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒ. ÓÉÓÔÅÍ. ôÅÚ. ÓÏÏÂÝ. âÁÒÎÁÕÌ, 1988. | C. 48{51

112. íÉÈÁÌÅŒ á. á. ìÅÍÍÁ Ï ÓÌÉÑÎÉÉ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÃŒÅÔÎÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ ìÉ // œÅÓÔÎ. íçõ. óÅÒÉÑ 1. | 1989. | Â 5. | C. 88{91 (òöíÁÔ, 1990, 2á278)

113. íÉÈÁÌÅŒ á. á. ôÅÈÎÉËÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ á. é. ûÉÒÛÏŒÁ Œ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ) // ôÒ. ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÉÍ. é. ç. ðÅ- ÔÒÏŒÓËÏÇÏ. | 1994. | 18 (Œ ÐÅÞÁÔÉ)

114. íÉÝÅÎËÏ ó. ð. ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ üÎÇÅÌÅŒÏÓÔÉ // íÁÔ. ÓÂ. | 1984. | 124 , Â 1. | C. 56{67

115. íÉÝÅÎËÏ ó. ð. œÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ // íÁÔ.

ÚÁÍÅÔËÉ. | 1990. | 47 , Â 4. | C. 83{89 (òöíÁÔ, 1991,

116. íÏÌÅŒ á. é. ï ÒÏÓÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1986. | 41 , Â 2. | C. 205{206

117. îÁÄÖÁÒÑÎ î. ç. ï ff-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ // XIX œÓÅÓ. ÁÌÇÅÂÒ. ËÏÎÆ.: ôÅÚÉÓÙ ÓÏÏÂÝ. I. | ìØŒÏŒ, 1987. | C. 197

118. îÏŒÉËÏŒ ð. ó., áÄÑÎ ó. é. ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ //I, II. éÚŒ. áî óóóò.ÓÅÒ. ÍÁÔ., | 1968. | 32 , Â 1. | C. 212{244 , Â 2. | C. 251{254 , Â 3. | C. 709{731

119. ïÌØÛÁÎÓËÉÊ á. à. ï ÐÒÏÂÌÅÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ // éÚŒ. áî óóóò.ÓÅÒ. ÍÁÔ., | 1970. | 34 , Â 2. | C. 376{384

120. ïÈÉÔÉÎ ó. œ. âÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ // XIX œÓÅÓ. ÁÌÇÅÂÒ. ËÏÎÆ.: ôÅÚÉÓÙ ÓÏÏÂÝ. I. | ìØŒÏŒ, 1987. | C. 209

121. ðÅÔÒÏÇÒÁÄÓËÉÊ œ. í. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÉÐÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1993. | 48 , Â 5. | C. 181{182 (òöíÁÔ, 1994, 4á182)

122. ðÉÈÔÉÌØËÏŒ ó. á. ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ n-ÍÅÒÎÙÍÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÍÉ // ôÕÌØÓËÉÊ ÐÏÌÉÔÅÈ. ÉÎ{Ô., | ôÕÌÁ, 1980, ÄÅÐ. Œ œéîéôé 12.04.80, , Â 1213. | 58 c.

123. ðÉÈÔÉÌØËÏŒ ó. á. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏÉÓË. ÕÞ. ÓÔ. ËÁÎÄ. ÆÉÚ. ÍÁÔ. ÎÁÕË, | íÏÓËŒÁ, 1980. | 99 c.

124. ðÏÌÉËÁÒÐÏŒ ó. œ., ûÅÓÔÁËÏŒ é. ð. îÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ÁÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1990. | 29 , Â 6. | C. 709{703

125. ðÏÌÉËÁÒÐÏŒ ó. œ. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÁÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ áÌÂÅÒÔÁ // óÉÂ. ÍÁÔ.

Ö. | 1991. | 32 , Â 6

126. ðÏÌÉËÁÒÐÏŒ ó. œ. ï ÃÅÎÔÒÁÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÍÉ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ // XIX œÓÅÓ. ÁÌÇÅÂÒ. ËÏÎÆÅ- ÒÅÎÃÉÑ. | ìØŒÏŒ, 9{11 ÓÅÎÔ. 1987 Ç.: 1987. | C. 225

127. ðÏÐÏŒ á. ð. ï ÛÐÅÈÔÏŒÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // ðÌÉÓËÁ. | 1981., Â 2. | C. 41{53

128. ðÕÓÔÙÌØÎÉËÏŒ ?. ?. óÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÒÏÂÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ // õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1994. | ? , Â 4

129. ðÞÅÌÉÎÃÅŒ ó. œ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // íÁÔ. ÓÂ. | 1984. | 124 , Â 4. | C. 557{567 (òöíÁÔ, 1984, 12á315)

130. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÒÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1973. | 12 , Â 1. | C. 83{113

131. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ëÁÐÌÁÎÓËÏÇÏ // éÚŒ. áî óóóò.

óÅÒ. ÍÁÔ. | 1973. | 37 , Â 3. | C. 483{501

132. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ï ÒÁÄÉËÁÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ Œ PI-ÁÌÇÅÂÒÁÈ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1974. | 13 , Â 3. | C. 337{360 (òöíÁÔ, 1975, 4á299)

133. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÐÏÌÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1974. | 38 , Â 4. | C. 723{756

134. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ï ÐÒÏÂÌÅÍÅ èÏÌÌÁ{èÉÇÍÜÎÁ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ.

ÍÁÔ. | 1978. | 42 , Â 4. | C. 833{847 (òöíÁÔ, 1979, 1á246)

135. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒ É ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ // | í.:

îÁÕËÁ, 1989. | 432 c.

136. òÁÚÍÙÓÌÏŒ à. ð. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÁÐÅÌÌÉ É ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÈ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ // | Œ ÓÂ.: áÌÇÅÂÒÁ. | í.: éÚÄ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ, 1980. | C. 72{76

137. òÑÂÕÈÉÎ à. í. ï ÓÞÅÔÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏ PI-ÁÌÇÅÂÒÁÈ // éÚŒ.

áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1976. | 40 . | C. 1203{1223

138. óÁÌÏÍÁÁ á. öÅÍÞÕÖÉÎÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÑÚÙËÏŒ. | í.: íÉÒ, 1986. | 159 c. (òöíÁÔ, 1986, 5ç744ë)

139. óÁÐÉÒ í. œ. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅ- ÍÏÓÔØ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1987. | 51 , Â 2. | C. 319{340 (òöíÁÔ, 1987, 7á143)

140. óÁÐÉÒ í. œ. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÎÅ- ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ // íÁÔ. ÓÂ. | 1989. | 180 , Â 12. | C. 1691{1708 (òöíÁÔ, 1990, 4á212)

141. óËÏÓÙÒÓËÉÊ œ. ç. êÏÒÄÁÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ // ðÒÅÐÒ. / îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË: éí óï áî óóóò. | 1985. | Â 21

142. óÔÏŒÂÁ œ. œ. ï ÓŒÑÚÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÌÇÅÂÒ É ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ É ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ // XIX œÓÅÓ. ÁÌÇÅÂÒ. ËÏÎÆ.: ôÅÚÉÓÙ ÓÏÏÂÝ. I. | ìØŒÏŒ, 1987. | C. 266

143. ôÒÏÆÉÍÏŒ œ. é. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÐÒÉÚÎÁËÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÇÒÁ- ÄÕÔÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // œ ËÎ.: éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÉÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ. | óŒÅÒÄÌÏŒÓË, 1980. | C. 152{160

144. ôÒÏÆÉÍÏŒ œ. é. çÒÁÆÙ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ // íÁÔ. ÓÂ. | 1984.

| 123 , Â 3. | C. 407{421

145. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ï ÒÏÓÔÅ ÁÌÇÅÂÒ // œÅÓÔÎ. íçõ. óÅÒ 1. | 1978. | Â 4. | C. 59{65 (òöíÁÔ, 1979, 1á331)

146. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ï ÒÑÄÁÈ ðÕÁÎËÁÒÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1980. | 27 , Â 1. | C. 21{32 (òöíÁÔ, 1980, 5á370)

147. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÒÏÓÔÁ ÇÒÁÆÏŒ É ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ // íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1982. | 31 , Â 3. | C. 465{472 (òöíÁÔ, 1982, 7á428)

148. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ // íÁÔ.

ÓÂ. | 1985. | 128 , Â 1. | C. 124{132 (òöíÁÔ, 1986, 1á419)

149. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ïÂ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÇÒÁÆÏŒ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ, ÒÏÓÔÁ É ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ // íÁÔ. ÓÂ. | 1989. | 180 , Â 11. | C. 1548{1550 (òöíÁÔ, 1990, 3á334)

150. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ï ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ ûÉÒÛÏŒÁ // íÅÖ- ÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆ. ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÁÍÑÔÉ á .é. íÁÌØÃÅŒÁ. ôÅÚ. ÄÏËÌ. ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÁÌÇÅÂÒ É ÍÏÄÕÌÅÊ. | îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË, 1989. | C. 140

151. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ Œ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ // éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎ. óÅÒ. óÏŒÒÅÍ. ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔ. æÕÎÄÁÍ. ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. | í.: œéîéôé, 1990 | 57 . | C. 5{177 (òöíÁÔ, 1990, 7á338)

152. õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á., þÅËÁÎÕ ç. ð. ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ // íÁ- ÔÅÍ. ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ, | ëÉÛÉÎÅŒ, 1995 | 85 . | C. 130{141

153. æÅÊÓ ë. áÌÇÅÂÒÁ: ëÏÌØÃÁ, ÍÏÄÕÌÉ É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. | í.: íÉÒ, ÔÔ. 1{2, 1977

154. èÁÒÌÁÍÐÏŒÉÞ ï. ç. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ É ÇÒÕÐÐ // íÁÔ. ÓÂ. | 1989. | 180 , Â 8. | C. 1033{1066 (òöíÁÔ, 1990, 2á191)

155. èÅÒÓÔÅÊÎ é. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. | í.: íÉÒ, 1972. | 191 c.

156. þÅËÁÎÕ ç. ð. ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ // íÁÔ. ÉÓÓÌÅÄ. (ëÉÛÉ- ÎÅŒ). | 1988. | Â 105. | C. 153{171 (òöíÁÔ, 1988, 12á245)

157. þÅËÁÎÕ ç. ð. ë ÔÅÏÒÅÍÅ ûÉÒÛÏŒÁ Ï ŒÙÓÏÔÅ // XIX œÓÅÓ. ÁÌÇÅÂÒ.

ËÏÎÆ.: ôÅÚÉÓÙ ÓÏÏÂÝ. I. | ìØŒÏŒ, 1987. | C. 306

158. þÅËÁÎÕ ç. ð. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ // 3 íÅÖÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆ. ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÁÍÑÔÉ í. é. ëÁÒÇÁÐÏÌÏŒÁ. | ëÒÁÓÎÏ- ÑÒÓË, 1993. | C. 357 (òöíÁÔ, 1994, 9á191)

159. þÅËÁÎÕ ç. ð. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ // äÏËÌ.

áËÁÄ. ÎÁÕË. | 1994. | 337 , Â 3. | C. 316{319

160. þÅËÁÎÕ ç. ð. ìÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏÉÓË. ÕÞÅÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÁÎÄ. ÆÉÚ. ÍÁÔ. ÎÁÕË. | ëÉÛÉÎÅŒ, 1982

161. þÅËÁÎÕ ç. ð. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ // äÉÓÓ. ÎÁ ÓÏ- ÉÓË. ÕÞÅÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÈÁÂÉÌÉÔÁÔ ÆÉÚ.ÍÁÔ. ÎÁÕË. | ëÉÛÉÎÅŒ, 1995. | 182 c. 162. þÅÔŒÅÒÔÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑ ôÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏŒ | íÏÓËŒÁ; 1994

163. ûÅÓÔÁËÏŒ é. ð. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÊÏÒÄÁÎÏŒÙ É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÅ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ // íÁÔ. ÓÂ. | 1983. | 122 , Â 1. | C. 31{40 (òöíÁÔ, 1984, 1á223)

164. ûÉÒÛÏŒ á. é. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÎÉÌØ-ËÏÌØÃÁÈ É ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ // íÁÔ. ÓÂ. | 1957. | 41 , Â 3. | C. 381{394 (òöíÁÔ, 1958, 164)

165. ûÉÒÛÏŒ á. é. ï ËÏÌØÃÁÈ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ // íÁÔ.

ÓÂ. | 1957. | 43 , Â 2. | C. 277{283 (òöíÁÔ, 1958, 7544)

166. ûÉÒÛÏŒ á. é. ï ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ ìÉ // íÁÔ. ÓÂ. | 1958. | 45 , Â 2. | C. 113{122 (òöíÁÔ, 1959,

167. ûÉÒÛÏŒ á. é. ï ÂÁÚÁÈ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ.

| 1962. | 1 , Â 1. | C. 14{19

168. ûÍÅÌØËÉÎ á. ì. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÏÌÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ // éÚŒ. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1964. | 28 , Â 1. | C. 91{122

169. Algebraic theory of mashins, languages and semigroups // | London{ New York: Acad. Press, 1968 (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ, ÑÚÙËÏŒ É ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ. | í.: óÔÁÔÉÓÔÉËÁ, 1975. | 336 Ó.

170. Amitzur S., Levitzki J. Minimal identities for algebras // Proc. Amer.

Math. Soc. | 1950. | 1 . | C. 449{463

171. Amitzur S. The T -ideals of the free rings // Jour. Lond. Math. Soc. | 1955. | 30 . | C. 470{475

172. Amitzur S. A generalisation of Hilbert’s Nullstensaltz // Proc. Amer.

Math. Soc. | 1957. | 8 , Â 4. | C. 649{656

173. Amitzur S. Rational identities and aplications to algebra and geometry // J. of Algebra. | 1966. | 3 , Â 3. | C. 304{359

174. Amitzur S. On central divison algebras // Israel J. Math. | 1972. | 12 , Â 4. | C. 408{420

175. Andrews G. E. The Theorie of Partitions // Addison{Wesley, | 1976

176. Anick D. The smallest singularity of a Hilbert series // Math. scand. | 1982. | 51 . | C. 35{44

177. Anick D. Non-commutative graded algebras and their Hilbert series // J.

Algebra. | 1982. | 78 , Â 1. | C. 120{140 (òöíÁÔ, 1983, 3á354)

178. Anick D. On monomial algebras of ˛nite global dimension // Trans. Amer.

Math. Soc. | 1985. | 291 , Â 1. | C. 291{310 (òöíÁÔ, 1986, 7á394)

179. Anick D. Recent progress in Hilbert and Poincare series // Lect. Notes Math. | 1988. | 1318 . | C. 1{25 (òöíÁÔ, 1988, 12á336)

180. Artin M. On Azumaya algebras and ˛nite dimensional representation of rings // J. Algebra. | 1969. | 11 . | C. 532{563

181. Backelin J. On the rationality of some Hilbert sries I // Preprint Univ.

Stockholm. | 1975., Â 16.

182. Belov A. Some estimations for nilpotence of nil-algebras over ˛eld of an arbytrary characteristics and height theorem // Comm. in Algebra. | 1992. | 20 , Â 10. | C. 2919{2922

183. Belov A. About height theorem // Comm. in Algebra. | 1995. | 23 , Â 9. | C. 3551{3553

184. Belov A., Gateva T. Radicals of monomial algebras // Proceedings of Taivan-Moscow Algebra Workshop. to appear.

185. Bergman G. Centralizers in free associative algebras // Trans. Amer.

Math. Soc. | 1969. | 137 . | C. 327{344 (òöíÁÔ, 1970, 2á242)

186. Bergman G. The diamond lemma for ring theory // Adv. Math. | 1978.

| 29 , Â 2. | C. 178{218 (òöíÁÔ, 1979, 3á238)

187. Bergman G., Small L. Degrees and prime ideals // J. of Algebra | 1975., Â 3. | C. 435{462

188. Berele A. Magnum PI // Israel J. Math. | 1985. | 51 , Â 1. | C. 13{19

189. Birkho¸ G. On the structure of abstract algebras // Proc. Cambr. Phil.

Soc. | 1935. | 37 , Â 2. | C. 433{454

190. Boerner H. Representations of groups // Amsterdam: North{Holland publ. co., | 1963. | 325 c.

191. Borho W., Kraft H. -Uber die Gelfand-Kirillov dimension // Math. Ann.

| 1976. | 220 , Â 1. | C. 1{24 (òöíÁÔ, 1977, 4á270)

192. Braun A. The radical in a ˛nitely generated PI-algebras // Bull. Amer.

Math. Soc. | 1982. | 7 , Â 2. | C. 385{386 (òöíÁÔ, 1983, 3á248)

193. Le Bruyn L. The functional equations for Poincare series of trace rings of generic 2 × 2 matrices // Israel J. Math. | 1985. | 52 . | C. 355{360

194. Buchberger B. Grobner bases: An algoritmic method in polynomial ideal theory // Camp|bull. | 1983., Â 83 (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: âÕÈÂÅÒÇÅÒ â. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.)

195. Cohn P. Free rings and their relations. | London{New York: Acad. Press, 1971. | 346 c. (òöíÁÔ, 1972, 11á105ë). (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: ëÏÎ ð. óŒÏ- ÂÏÄÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÉÈ ÓŒÑÚÉ. | í.: íÉÒ, 1975. | 422 Ó. (òöíÁÔ, 1976, 5á259ë))

196. Cojuchari E. P. On independence and extremal elements // Proceedings of National conference in algebra. | Constanta, 1994

197. Computer algebra //Symbolic and algebraic computations. Wienn | New York: Springer{Verlag, | 1982 (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: ëÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ. óÏÍŒÏÌØÎÙÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. | í.: íÉÒ, 1986. | 392 Ó.)

198. Curtis C. W., Reiner I. Representation theory of ˛nite groups and associative algebras // Interscience, 1962 (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: ëÜÒÔÉÓ þ., òÁÊÎÅÒ é. ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. | í.: îÁÕËÁ, 1969. | 668 Ó. )

199. Dehn M. -Uber die Grundlagen der projectiven geometric und allgemeine zahlsisteme // Math. Ann. | 1922. | 85 . | C. 184{194

200. Drensky V. Codimensions of T -ideals and Hilbert series of relatively free algebras // J. Algebra. | 1984. | 91 , Â 1. | C. 1{17 (òöíÁÔ, 1985, 5á262)

201. Drensky V. T -ideals, containing all matrix polinomial identities // Comm.

in Algebra. | 1985. | 13 . | C. 2037{2072

202. Drensky V. On the Hilbert series of relatively free algebras // Comm. in Algebra. | 1984. | 12 , Â 19. | C. 2335{2347

203. Formanek E. Central polynomials for matrix rings // J. Algebra. | 1972.

| 23 . | C. 129{133

204. Gateva-Ivanova T. Noetherian properties of skew polynomial rings with binomial relations // Repts / Dep. Math. Univ. Stockholm. | 1991. | Â 8. | C. 1{22 (òöíÁÔ, 1992, 2á206)

205. Gateva-Ivanova T. Algorithmic determination of the Jacobson radical of monomial algebras // Lect. Notes Comput. Sci. | 1989. | Â 378. | C. 355{364 (òöíÁÔ, 1990, 7á173)

206. Gateva-Ivanova T., Latyshev V. On recognizable properties of associative algebras // J. Symb. Comput. | 1988. | 6 , Â 2{3. | C. 371{388 (òöíÁÔ, 1989, 8á251)

207. Gelfand I. M., Kirillov A. A. Sur les corps lies aux alg«ebras enveloppantes des alg«ebras de Lie // Publs. math. Inst. hautes «etud. sci. | 1966. | 31 . | C. 509{523

208. Golod E. Standard bases and homology // Lect. Notes Math. | 1988. | 1352 . | C. 88{95 (òöíÁÔ, 1989, 7á294)

209. Grigutis R. A. On nil-index of nill-algebra // Abstracts of Comm. of the XXXIV conf of Lithuanian Math.Soc.| Vilnius, 1993. | C. 7{8 (òöíÁÔ, )

210. Grishin A. V. On the ˛nite basis property of T -spaces over ˛eld of ˛- nite characteristic // Proceedings of Taivan{Moscow Algebra Workshop. to appear.

211. Gromov M. Groups of polynomial growth and extending maps // Publ.

Math. inst. hautes etud. sci. | 1981. | 53 . | C. 53{73

212. Gromov M. Hyperbolic groups // Essays Group theory. | New York:

e. a., 1987. | C. 75{263

213. Haile D., Larson R., and Sweedler M. A new invariant for C over R:

Almost invertible cohomology theory and the classi˛catin of idempotent cohomology class and algebras by partialy odered sets whith a Galois group action // Amer. J. of Math. | 1983. | 105 . | C. 689{814

214. Hall M. Combinatorial theory. | Waltham, Mass., Toronto{London:

Blaisdell Publ. Co., 1967. | 310 c. (òöíÁÔ, 1968, 3œ248ë) (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: èÏÌÌ í. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. | í.: íÉÒ, 1970. | 424 c. (òöíÁÔ, 1971, 1œ262ë))

215. Higman G. On a conjecture of Nagata // Proc. Cambr. Phil. Soc. | 1956.

| 52 , Â 1. | C. 1{4

216. Higgins P. Lie rings satysfying Engel condition // Proc. Cambr. Phil. Soc.

| 1954. | 50 , Â 1. | C. 8{15

217. Hironaka H. Resolution of singularities of an algebraic variety over a ˛eld of characteristic zero: I, II // Ann. Math. | 1964. | 79 . | C. 109{326

218. Iltiakov A. V. On ˛nite basis of identities of Lie algebra representations // Nova Journ. Algebra Geometry. | 1992. | 1 , Â 3

219. Iltiakov A. V. Representability of algebras and ˛nitness of basis of identities // (Œ ÐÅÞÁÔÉ)

220. Izmailov R. N., Vladimirov A. A. Dimension of aliasing structures // Journ. of Appl. Math. and stoch. Analysis. (Œ ÐÅÞÁÔÉ)

221. Jacobson N. PI-algebras // Ring theory. | Proc. Ocla. conf., New York, 1974. | C. 1{30

222. Jacobson N. Structure theory of algebraic algebras of bounded degree // Ann. Math. | 1945. | 46 . | C. 695{707

223. Justin J., Pirillo G. Shirshov’s theorem and !-permutability of semigroups // Adv. Math. | 1991. | 87 , Â 2. | C. 151{159 (òöíÁÔ, 1992, 3á128)

224. Kaplansky I. Rings whith polinomial identity // Bull. Amer. Math. Soc.

| 1948. | 54 . | C. 575{580

225. Kaplansky I. Problems in the theory of rings // Report on a conference on linear algebras. NAS{NRS. | Washington, 1957 | 502 . | C. 1{3

226. Kaplansky I. Problems in the theory of rings //Revised. American Mathematical monthy. | 1970. | 77 , Â 5. | C. 445{454

227. Krause G. R., Lenagan T. H. Growth of algebras and Gelfand-Kirillov dimension. London: Pitman Adv. Publ. Program, 1985. | 182 c. (òöíÁÔ, 1986, 6á355ë)

228. Kruse R. Identities satis˛ed by a ˛nite rings // J. Algebra. | 1973. | 26 , Â 2. | C. 298{318

229. Kuipers L., Niederreiter H. Uniform Distribution of Sequences // John Wiley & Sons, | N.-Y. etc., 1974

230. Latyshev V. On the recognizable properties of associative algebras // Special vol. J.S.C.: On computational aspects of commutative algebras. London: Acad. Press, 1988. | C. 237{254

231. Le Chenadec P. Canonical forms in ˛netely presented algebras // Research Notes in Theoretical Computer Science, Pitman, 1986

232. Leror U., Vapne A. Polinomial identities of related rings // Israel J. of Math. | 1970. | 8 , Â 2. | C. 127{137

233. Levitzki J. A problem of A. Kurosh // Bull. Amer. Math. Soc. | 1946.

| 52 . | C. 1033{1035

234. Lewin J. A matrix representation for associative algebras. I // Trans.

Amer. Math. Soc. | 1974. | 188 , Â 2. | C. 293{308 (òöíÁÔ, 1974, 11á317)

235. Lewin J. A matrix representation for associative algebras. II // Trans.

Amer. Math. Soc. | 1974. | 188 , Â 2. | C. 308{317 (òöíÁÔ, 1974, 11á317)

236. Lichtman A. I. Growth in enveloping algebras // Isr. J. Math. | 1984.

| 47 , Â 4. | C. 297{304

237. Luca A., Varricchio S. Combinatorial properties of uniformly recurrent words and applications to semigroups // Int. J. of Algebra and Comput. | 1991. | 1 , Â 2. | C. 227{245 (òöíÁÔ, 1992, 8á142)

238. Mikhalev A. A. The composition lemma for color Lie superalgebras and for Lie p-superalgebras // Contemp. Math. | 1992. | 131 , Â 2. | C. 91{104

239. Milnor J. Problem 5603 // American Mathematical monthy. | 1968. | 75 , Â 6. | C. 675{686

240. Mora F. Greoebner bases for non-commutative polinomial rings // Proc.

AAEECC3L.N. Comp. Sci, | 1986. | 229 . | C. 353{362

241. Morse M., Hedlund G. A. Symbolic dynamics II: Sturmian trajectories // Amer. J. of Math. | 1940. | 62 . | C. 1{42

242. Nagata M. On the nilpotency of nil algebras // J.Math.Soc.Japan. | 1948. | 54 . | C. 296{301

243. Neuman B. Varietes of groups // Bull. Amer. Math. Soc. | 1967. | 73 , Â 5. | C. 603{613 (ðÅÒ. ÎÁ ÒÕÓ. ÑÚ.: îÅÊÍÁÎ è. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÇÒÕÐÐ. | í.: íÉÒ, 1969. |

244. Okninski J. On monomial algebras // Arch. Math. | 1987. | 45 . | C.

417{423

245. Okninski J. Semigroup algebras. | Marcel Dekker, 1991. | 357 c.

246. Passi I. B. S. Group Rings and their Augmentation Ideals // Springer Lecture Notes in Mathematics, | Berlin, Heidelberg, New York, 1979 | 715 247. Patterson E. M. On the generators of nilpotent linear algebras // Quart.

J. Math. | 1956. | 7 , Â 25. | C. 17{23

248. Procesi C. Rings with polynomial identities, N.Y., 1973

249. Procesi C. Noncommutative a‹ne rings // Lincei-Mem.Sc. ˛s., ecc., | 1967. | 8 , Â 8. | C. 239{255

250. Procesi C. The invariant theory of n × n matrices // Adv. in math. | 1976. | 19 . | C. 306{381

251. Razmyslov Yu. P., Zubrilin K. A. Capelli identities and representations of ˛nite type // Comm. in Algebra. | 1994. | 22 , Â 14. | C. 5733{5744

252. Regev A. Existence of identities in A ⊗_F B // Israel J. Math. | 1972. | 11 , Â 2. | C. 131{152

253. Restivo A., Reutenauer C. Some applications of a theorem of Shirshov to language theory // Inf. and Contr. | 1983. | 57 , Â 2{3. | C. 205{213 (òöíÁÔ, 1984, 10á291)

254. Restivo A., Reutenauer C. Rational languages and the Burnside problem // Theor. Comput. Sci. | 1985. | 40 , Â 1. | C. 13{30 (òöíÁÔ, 1986, 6á247)

255. Robinson G. de B. Representation theory of the symmetric groups // Edinburh: Univ. press, | 1961. | 204 c.

256. Rowen L. H. Polynomial Identities in Ring Theory. | New York: Acad.

Press, 1980

257. Shirayanagi K. Algebras associated with LSGOP // J. of Algebra. | 1988. | 113 , Â 2. | C. 318{338

258. Shirayanagi K. A classi˛cation of ˛nite dimensional monomial algebras // In book: E¸ective Methods in Algebraic Geometry (T. Mora and C. Traverso eds.). Progr. in Math. Birkh-auser, 1991. | 94 . | C. 469{482

259. Shirayanagi K. Decision of Algebra Isomorphisms Using Gr-obner Bases // In book: Computational algebraic geometry (F. Eyssette and A. Galligo eds.). Progr. in Math. Birkh-auser, 1993. | 109 . | C. 253{265

260. Shirayanagi K. On the Isomorphism Problem Finite-dimensional Binomial Algebras // Proc. Intern. Symp. on Symbolic and Algebraic Computation. (ISSAC’90) | 1990.. | C. 106{111

261. Smith M. K. Universal enveloping algebras with subexponential but not polynomially bounded growth // Proc. Amer. Math. Soc. | 1976. | 60 . | C. 22{24

262. Specht W. Gesetze in Ringen // Math. Z. | 1950. | 52 . | C. 557{589

263. Tro˛mov V. I. The grouth function of ˛nitely generated semigroups // Semigroup forum. | 1980. | 21 . | C. 351{360

264. Vaughan{Lee M. R. Varietes of Lie algebras // Quart. J. of Math. | 1970.

| 21 , Â 83. | C. 297{308

265. Weyl H. -Uber der gleichverteilung von zahlen mod 1 // Math. Ann. | 1916. | 77 . | C. 313{352

266. Zelmanov E. On the nilpotency of nilalgebras // Lect. Notes Math. | 1988. | 1352 . | C. 227{240 (òöíÁÔ, 1989, 7á188)