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Теоретические сведения





Теорема Менелая. Пусть � EMBED Equation.2  ���. Точки � EMBED Equation.2  ��� коллинеарны (лежат на одной прямой) тогда и только тогда, когда 


� EMBED Equation.2  ���.


Примечание. Символом � EMBED Equation.2  ��� будем обозначать отношение, в котором точка � EMBED Equation.2  ���делит отрезок � EMBED Equation.2  ���.


Теорема Чевы. Пусть � EMBED Equation.2  ���. Прямые � EMBED Equation.2  ��� конкурентны (пересекаются в одной точке) тогда и только тогда, когда 


� EMBED Equation.2  ���.


Двойное отношение точек. Рассмотрим четыре различные точки � EMBED Equation.2  ���, лежащие на одной прямой. Двойным отношением этой четвёрки называется


� EMBED Equation.2  ���.


Основное свойство двойного отношения: Двойное отношение не меняется при центральном проектировании. 


Гармоническая четвёрка точек и лучей. 


Четвёрка точек � EMBED Equation.2  ��� называется гармонической, если � EMBED Equation.2  ���.


Говорят, что точки � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� делят отрезок � EMBED Equation.2  ��� гармонически. Также говорят, что точки � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� гармонически сопряжены относительно отрезка � EMBED Equation.2  ���. Нетрудно заметить, что точки � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� делят гармонически отрезок � EMBED Equation.2  ���.


Четвёрка лучей, выходящих из одной точки, называется гармонической, если при пересечении с некоторой прямой образуется гармоническая четвёрка точек.


Гармонический четырёхугольник. Вписанный четырёхугольник, последовательные сторона которого равны � EMBED Equation.2  ���, называется гармоническим, если � EMBED Equation.2  ���.


Касательные к описанной окружности гармонического четырёхугольника, проведённые в концах одной его диагонали, пересекаются на прямой, содержащей другую диагональ этого четырёхугольника.


Поляра относительно угла и окружности. Через точку � EMBED Equation.2  ��� проведём две прямые, пересекающие стороны угла с вершиной � EMBED Equation.2  ��� в точках � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. Пусть � EMBED Equation.2  ��� – точка пересечения диагоналей четырёхугольника � EMBED Equation.2  ���. Нетрудно показать, что лучи � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� вместе со сторонами угла образуют гармоническую четвёрку.


�


Проводя всевозможные секущие через точку � EMBED Equation.2  ���, мы получим, что прямая � EMBED Equation.2  ��� является геометрическим местом точек, гармонически сопряжённых точке � EMBED Equation.2  ��� относительно отрезка секущей внутри угла. Эта прямая называется полярой точки � EMBED Equation.2  ��� относительно угла. Если точка берётся внутри угла (например, точка � EMBED Equation.2  ���), то, проведя аналогичные рассуждения (в этом случае диагоналями четырёхугольника � EMBED Equation.2  ��� будут прямые � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���), получим, что прямая � EMBED Equation.2  ��� является полярой точки � EMBED Equation.2  ��� относительно этого же угла.


Пусть � EMBED Equation.2  ��� – диаметр окружности с центром в точке � EMBED Equation.2  ���, лежащий на прямой � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� – секущая, проходящая через точку � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� – точка пересечения прямых � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


�


Заметим, что прямая, проходящая через точку пересечения диагоналей четырёхугольника AMNB и вершину S угла ASB, является полярой точки P относительно этого угла, а, значит, вместе с точкой P делит и диаметр AB, и отрезок MN гармонически. Отрезки AN и BM являются высотами в треугольнике ASB, следовательно, SC – тоже высота. Значит, SC ( OP. Поскольку положение точки C на отрезке AB определено однозначно (P, A, C, B – гармоническая четвёрка), то при любом положении секущей делить вместе с точкой P отрезок MN гармонически будет одна и та же прямая SC. Эта прямая называется полярой точки P относительно окружности, а точка P – полюсом этой прямой относительно окружности. 


Поляра точки, лежащей внутри окружности, определяется аналогично, поскольку эти рассуждения опираются на свойства поляры относительно угла. А для точки P вне окружности поляру можно определить ещё и как прямую, соединяющую точки касания с окружностью двух прямых, выпущенных из точки P.


Поляра точки, лежащей на окружности – это касательная к окружности, проведённая через эту точку.


Основное свойство полюсов и поляр. Если точка Q лежит на поляре точки P, то точка P лежит на поляре точки Q. 


Следствие. Если точка Q движется по некоторой прямой, то поляра точки Q проходит через фиксированную точку P – полюс этой прямой.


Трилинейная поляра � EMBED Equation.2  ���. Даны треугольник ABC и произвольная точка P. Пусть A1, B1, C1 – основания чевиан треугольника, порождённые точкой P. Нетрудно показать, что точки пересечения соответствующих сторон треугольников ABC и A1B1C1 лежат на одной прямой. Эта прямая (� EMBED Equation.2  ���) называется трилинейной полярой точки P относительно ABC. (� EMBED Equation.2  ���)


� EMBED Word.Picture.6  ���


Замечания: Если два основания чевиан образуют отрезок, параллельный стороне треугольника, то трилинейная поляра строится по двум точкам, если же таких отрезков два, то и третий отрезок параллелен своей стороне, это может случиться только если P совпадает с центром тяжести ABC. В этом случае трилинейная поляра убегает в бесконечность.


Точка P называется трилинейним полюсом прямой A2B2C2 относительно треугольника ABC.





Точки Жергонна � EMBED Equation.2  ��� и Лемуана � EMBED Equation.2  ���, связь между ними. Точки Нагеля � EMBED Equation.2  ��� и Спикера � EMBED Equation.2  ���. Используя теорему Чевы, нетрудно доказать, что отрезки, соединяющие вершины треугольника и точки касания вписанной окружности с соответствующими сторонами треугольника, пересекаются в одной точке. Эта точка называется точкой Жергонна данного треугольника. Если же провести прямые из вершин треугольника в точки касания вневписанных окружностей с противоположными его сторонами, то эти прямые также пересекутся в одной точке, которая называется точкой Нагеля этого треугольника. Выпустим из одной вершины треугольника медиану и биссектрису, отразим медиану симметрично относительно биссектрисы, эта прямая называется симедианой данного треугольника. Нетрудно доказать, что три симедианы треугольника пересекаются в одной точке, которая называется точкой Лемуана данного треугольника. Оказывается, что точка Жергонна является точкой Лемуана для треугольника, образованного точками касания вписанной окружности со сторонами треугольника. Или, по-другому, если из двух вершин треугольника провести касательные к его описанной окружности, то они пересекутся на симедиане, проведённой из третьей вершины этого треугольника. Если через вершины треугольника провести прямые параллельные противоположным сторонам этого треугольника, то они образуют треугольник, гомотетичный исходному. Этот треугольник называется антисерединныым треугольником для исходного. Оказывается, что центр вписанной окружности антисерединного треугольника совпадает с точкой Нагеля исходного треугольника. Середины сторон треуго
