ДВАДЦАТЬ ВОСЬМОЙ ТУРНИР ГОРОДОВ

Осенний тур, тренировочный вариант, младшие

1. На доске написаны в порядке возрастания два натуральных числа x и y (x ( y). Петя записывает на бумажке x2 (квадрат меньшего числа), а затем заменяет числа на доске числами x и y-x, записывая их в порядке возрастания. С новыми числами на доске он снова проделывает ту же операцию, и т.д. до тех пор, пока одно из чисел на доске не станет нулем. Чему будет в этот момент равна сумма чисел на петиной бумажке? [4 балла]
Ответ. Сумма равна xy.

Решение 1. На каждом шаге Петя уменьшает произведение чисел на доске на число, которое он пишет на бумажке: x(y–x)=xy–x2. Поскольку в конце произведение на доске будет равно 0, то сумма на бумажке равна исходному произведению xy. 

Решение 2.  Нарисуем на плоскости прямоугольник со сторонами x и y. На первом шаге отрежем от этого прямоугольника квадрат со стороной x и запишем его площадь на бумажку, затем отрежем квадрат от оставшегося прямоугольника и т.д. Когда этот процесс закончится,  мы фактически разрежем исходный прямоугольник на квадраты, площади которых будут записаны на бумажку. Их сумма равна площади исходного многоугольника, то есть равна xy.

2. Известно, что вруны всегда врут, правдивые всегда говорят правду, а хитрецы могут и врать, и говорить правду. Вы можете задавать вопросы, на которые есть ответ "да" или "нет" (например: "верно ли, что этот человек –  хитрец?"). 
a) Перед вами трое –  врун, правдивый и хитрец, которые знают, кто из них кто. Как и вам это узнать? [1 балл] 
b) Перед вами четверо –  врун, правдивый и два хитреца (все четверо знают, кто из них кто). Докажите, что хитрецы могут договориться отвечать так, что вы, спрашивая этих четверых, ни про кого из них не узнаете наверняка, кто он. [3 балла]

Решение. a) Спросим каждого «Верно ли, что оба твоих соседа – вруны?». Среди трех ответов есть «Да» вруна и «Нет» правдивого, поэтому один из ответов будет дан ровно один раз. По нему мы узнаем ответившего: это либо врун, либо правдивый. Задав ему вопрос про одного из двух других «Верно ли, что он хитрец», мы все узнаем.
Замечания. 1. В начале можно задавать любой вопрос, ответ на который вам известен (например, «Верно ли, что сегодня четверг»).

2. Можно обойтись и 3 вопросами, если они будут достаточно изощренными, что-то вроде: «Ответишь ли он “да”, если я спрошу...».

b) Обозначим участников: врун В, правдивый П, и хитрецы ХВ и ХП. Пусть хитрецы договорятся отвечать так, как будто ХВ врун, ХП – правдивый, В – хитрец, притворяющийся вруном, а П – хитрец, притворяющийся правдивым. Поставив их лицом друг против друга, так что ХП как бы служит отражением П, а ХВ служит отражением В, видим, что невозможно отличить, кто стоит «перед зеркалом», а кто «за зеркалом» – ответы полностью «зеркальны». 

3. a) Написаны 2007 натуральных чисел, больших 1. Докажите, что удастся зачеркнуть одно число, так чтобы произведение оставшихся можно было представить в виде разности квадратов двух натуральных чисел. [2 балла] 
b) Написаны 2007 натуральных чисел, больших 1, одно из которых равно 2006. Оказалось, что есть только одно такое число среди написанных, что произведение оставшихся представляется в виде разности квадратов двух натуральных чисел. Докажите, что это число –  2006. [2 балла]

Решение. 

Натуральные числа, представимые в виде разности квадратов натуральных чисел, назовем хорошими, а не представимые – плохими.

Лемма. Число n хорошее ( n – нечетное число, большее 1, или n кратно 4 и больше 4.
Доказательство леммы.. Пусть n – хорошее, то есть n=(a2–b2)=(a–b)(a+b), где a и b – различные натуральные числа. Сомножители в правой части – одинаковой четности (их сумма четна). Они различны (иначе b=0). Если они нечетны, то и n – нечетно и больше 1(1. Если они четны, то n кратно 4 и больше 2(2.

Наоборот, для каждого из этих случаев мы можем разложить n в произведение двух подходящих множителей и найти a и b, решив систему уравнений:

n =2k+1 => 
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n =4m (m>1) => 
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 . Лемма доказана.

a) Всегда можно вычеркнуть одно число так, чтобы четных чисел не осталось совсем (произведение будет нечетным) или осталось как минимум два четных числа (произведение будет кратно 4, но больше 4). Действительно, если среди чисел ровно одно четное, зачеркнем его. Если есть ровно два четных – зачеркнем любое кроме этих двух. В остальных случаях можно зачеркнуть любое.

b) Число 2006 – четное. Если есть еще четное число n, то, как показано в a), любое число кроме n и 2006 можно зачеркнуть.  Это противоречит условию. Значит, других четных нет. Тогда число 2006 вычеркнуть можно ( произведение оставшихся нечетно и больше 1), а никакое другое число вычеркнуть нельзя ( поскольку 2006 четно, но не кратно 4 то таким же окажется и произведение оставшихся).
4. На продолжении стороны BC треугольника ABC за вершину B отложен отрезок BB', равный стороне AB. Биссектрисы внешних углов при вершинах B и C пересекаются в точке M. Докажите, что точки A, B', M и C лежат на одной окружности. [4 балла]

[image: image1.wmf]k

b

k

a

k

b

a

b

a

=

+

=

Þ

î

í

ì

+

=

+

=

-

,

1

1

2

1

Решение. Точка M равноудалена от прямых AC и BC (как лежащая на биссектрисе угла C), и от прямых AB и BC (как лежащая на биссектрисе угла B). Поэтому M равноудалена от сторон угла BAC, и, значит, AM – биссектриса этого угла, то есть (BAM=(CAM. Так как ABB’ – равнобедренный треугольник, то MB – серединный перпендикуляр к AB’, поэтому (BAM=(BB’M. Тем самым, (CB’M=(BB’M=(BAM=(CAM. Отрезок CM виден из точек A и B’ под равными углами, значит, точки A, B', M и C лежат на одной окружности. 

5. На какое наибольшее число равных невыпуклых многоугольников можно разрезать квадрат так, чтобы все стороны многоугольников были параллельны сторонам квадрата и никакие два из этих многоугольников не получались друг из друга параллельным переносом? (Параллельный перенос –  это сдвиг без поворота). [4 балла]

Ответ. На 8 многоугольников.

Решение. Пример разрезания на с 8 многоугольников – см. рис. Покажем, что больше быть не может. Данный многоугольник можно не более, чем 8 способами разместить на плоскости (с точностью до параллельного переноса) с соблюдением условия. Действительно, рассмотрим три его последовательные вершины A, B и C (их положением многоугольник определяется однозначно). Можно считать, что точка B фиксирована. Сторону BA можно выпустить из нее 4 способами (в 4 направлениях, параллельным сторонам квадрата), после чего сторону BC – двумя способами. 
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