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Ýòîò ñþæåò � ïðîãóëêà äî îäíîé îòêðûòîé ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ òîïîëîãèåé, ñ äèíàìèêîé è
äàæå ñ ôèçèêîé êðèñòàëëîâ. Ïðîáëåìà ïîñâÿùåíà ãåîìåòðèè ïðèìåðíî ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ,
íàçûâàåìûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè:

×òîáû ïîíÿòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è, Âàì ïðåäñòîèò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïåðâûìè ïîíÿòèÿìè ýðãî-
äè÷åñêîé òåîðèè (�2 è �3) èòîïîëîãèè (�5 è �7 � ýòè äâà ïàðàãðàôà íåçàâèñèìû îò îñòàëüíîãî
ñþæåòà, ñ íèõ ìîæíî äàæå íà÷àòü).

Öåíòðàëüíûé �4 ïðî ìîçàèêè íà ïëîñêîñòè � ââåäåíèå â êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. Åé
ïîñâÿùåíû �6 è �8. Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà � â ñàìîì êîíöå.

Íî ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê èçîáðàæåííûì âûøå ìîçàèêàì íà ïëîñêîñòè, ìû âíà÷àëå èññëå-
äóåì ìîçàèêè íà ïðÿìîé. Åñëè íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàòü ïðÿìóþ, òî êëåòêè ðàçîáüþò
åå íà îòðåçêè.

Êàêèå äëèíû ìîãóò áûòü ó ýòèõ îòðåçêîâ? Íàñêîëüêî ÷àñòî îíè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ?

Îòâåòó íà ðàçíûå àñïåêòû ýòîãî âîïðîñà ïîñâÿùåíû çàäà÷è â ��1�3.

Åñëè íåïîíÿòíî êàêîå-òî îáîçíà÷åíèå èëè âîïðîñ, ëèáî íèêàê íå õî÷åò ðåøàòü-
ñÿ çàäà÷à áåç çâåçäî÷êè � ñïðàøèâàéòå íàñ!! (Ìû � ýòî Àðèíà Àðõèïîâà, Ïîëèíà
Áåëîïàøåíöåâà, Èëüÿ Áîãäàíîâ, Ñåðãåé Äîðè÷åíêî, Êèðèëë Ñòóïàêîâ, Àëåêñàíäð Ýñòåðîâ)

�1 Ìîçàèêè íà ðàöèîíàëüíîé ïðÿìîé

1. a) Ïðè ñêîëüêèõ öåëûõ c ïðÿìàÿ 6x+ 8y = c ïåðåñåêàåò êâàäðàò [0, 1]2?
b) Êàêîâû äëèíû ýòèõ ïåðåñå÷åíèé? Ñêîëüêî ñðåäè ýòèõ äëèí ðàçëè÷íûõ? Ñêîëüêî ïåðåñå-
÷åíèé èìåþò äàííóþ äëèíó?

Ïðÿìàÿ ax + by = c ðàçáèâàåòñÿ ëèíèÿìè êëåò÷àòîé áóìàãè íà îòðåçêè, êîòîðûå áóäåì
íàçûâàòü ïëèòêàìè, à ðàçáèåíèå � ìîçàèêîé íà ïðÿìîé.



2. a) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äëèí ïëèòîê íà ïðÿìîé ax+ by = c ñ äàííûìè öåëûìè a, b è c?
b) Êàêîâ ïåðèîä ýòîé ìîçàèêè, ò.å. ìèíèìàëüíûé øàã, íà êîòîðûé åå íóæíî ñäâèíóòü âäîëü
ïðÿìîé, ÷òîáû ìîçàèêà ïåðåøëà â ñåáÿ?
c) Ïî áèëüÿðäíîìó ñòîëó ñ öåëî÷èñëåííûìè äëèíàìè ñòîðîí A × B èç óãëà ïî áèññåêòèñå
ïóñòèëè øàð. Ñêîëüêî ðàç îí óäàðèòñÿ î áîðòà, ïðåæäå ÷åì ñíîâà ïîïàäåò â óãîë? Êàêîå
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îí ïðîêàòèòñÿ ìåæäó äâóìÿ îòñêîêàìè?

�2 Ìîçàèêè íà èððàöèîíàëüíîé ïðÿìîé

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ìîçàèêè íà èððàöèîíàëüíîé ïðÿìîé ax + by = c , ò.å. òàêîé ÷òî a/b �
èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî (íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíî èññëåäîâàòü x+

√
2y = c).

3. a) Ìîãóò ëè áûòü íà èððàöèîíàëüíîé ïðÿìîé äâå ïëèòêè ðàâíîé äëèíû?
b) Ìîæåò ëè íà íåé áûòü èëè íå áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ïëèòîê ðàâíîé äëèíû?
c) Ìîãóò ëè íà íåé áûòü èëè íå áûòü ðîâíî òðè ïëèòêè äàííîé äëèíû?
d) Ìîãóò ëè íà íåé áûòü èëè íå áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ïëèòîê ïîïàðíî ðàçëè÷íîé äëèíû?
e) Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè âñå ïðÿìûå, íà êîòîðûõ åñòü ïàðà ïëèòîê ðàâíîé äëèíû, îòëè÷-
íîé îò âñåõ îñòàëüíûõ ïëèòîê.

Åñëè ó Âàñ âîçíèêëè òðóäíîñòè ñ ïóíêòàìè b-e (à îíè âîçíèêëè!), òî ðåøèòå ñíà÷àëà ñëåäó-
þùóþ çàäà÷ó:

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé îãðàíè÷åííîé (ò.å. ñîäåðæàùåéñÿ â îòðåçêå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷èñåë åñòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ÷ëåíû.

b) (Ëåììà Äèðèõëå) Åñëè λ � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
{λ}, {2λ} , {3λ}, {4λ}, . . . (ãäå ôèãóðíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷àåòñÿ äðîáíàÿ ÷àñòü) âñþäó
ïëîòíà íà îòðåçêå [0, 1] , òî åñòü â ëþáîé åãî ïîäîòðåçîê ïîïàäàåò õîòÿ áû îäèí ÷ëåí ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè.

c) Ðàçðåæåì ïðîçðà÷íóþ êëåò÷àòóþ áóìàãó, íà êîòîðîé íàðèñîâàíà ïðÿìàÿ ax+ by = c , íà
êëåòêè, ñëîæèì âñå êëåòêè â ñòîïêó, è ïîñìîòðèì íà íèõ íàïðîñâåò. Ïîäìíîæåñòâî êâàäðàòà
[0, 1]2 , êîòîðîå ìû óâèäèì � îáìîòêà êâàäðàòà [0, 1]2 ïðÿìîé ax+by = c (ñì.ðèñóíîê íèæå).
Îïðåäåëèòå îáìîòêó ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî è äîêàæèòå, ÷òî îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì
îòðåçêîì, êîòîðûé íå ïàðàëëåëåí ïðÿìîé ax+ by = c . Òåïåðü ìîæíî äîäåëàòü ïðåäûäóùóþ
çàäà÷ó.

�3 Ïðåäåëû è ñðåäíèå

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë a1, a2, a3, . . . , åñëè
êàæäàÿ îêðåñòíîñòü a (ò.å. êàæäûé ñîäåðæàùèé a îòêðûòûé èíòåðâàë) ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò a = lim

n→∞
an è

ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäèòñÿ ê a . Åñëè Âû ýòî õîðîøî çíàåòå, ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó ìîæíî ïðîïóñòèòü.

5. Äîêàæèòå, ÷òî a) lim
n→∞

1/n = 0 , b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (−1)n íå èìååò ïðåäåëà,
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c) åñëè cn = an + bn , è an è bn ñõîäÿòñÿ ê a è b , òî cn ñõîäèòñÿ ê a + b , d) (Ëåììà î äâóõ
ïîëèöåéñêèõ) åñëè an 6 cn 6 bn , è an è bn ñõîäÿòñÿ ê a , òî è cn ñõîäèòñÿ ê a .

6. Èç óãëà áèëüÿðäíîãî ñòîëà ñ èððàöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí A × B ïî áèññåêòðèñå
ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ âûïóñêàþò øàð. a) Íàéäèòå ñðåäíþþ ÷àñòîòó óäàðîâ î áîðòà, ò.å.

lim
T→∞

÷èñëî óäàðîâ î áîðòà çà ïåðâûå T ìèíóò

T
.

b) Íàéäèòå ÷àñòîòó äóïëåòîâ, ò.å. ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ óäàðîâ î äâà ïàðàëëåëüíûõ áîðòà.

Åñëè ñ ïóíêòîì b ñëîæíîñòè (à èõ íå ìîæåò íå áûòü!), âåðíèòåñü ê íåìó â êîíöå ïàðàãðàôà.
Íàçîâåì ÷àñòîòîé ïîïàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an â îòðåçîê I ïðåäåë

lim
N→∞

êîëè÷åñòâî öåëûõ n < N, äëÿ êîòîðûõ an ëåæèò â I

N
.

Íàøà öåëü â ñëåäóþùåé çàäà÷å � äîêàçàòü òåîðåìó Âåéëÿ:

Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà λ è ëþáîãî a ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{a+ nλ} â ïîäîòðåçîê I îòðåçêà [0, 1] ðàâíà äëèíå I .

Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãðåññèåé Âåéëÿ ñ ðàçíîñòüþ λ .

7. a) Äàíû ÷èñëî ε è îòðåçîê I . Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü èððàöèîíàëüíîå λ è öåëîå N , òàêèå
÷òî

êîëè÷åñòâî öåëûõ n < N, äëÿ êîòîðûõ {a+ nλ} ëåæèò â I
N

îòëè÷àåòñÿ îò äëèíû îòðåçêà I ìåíåå ÷åì íà ε .

Ïîäñêàçêà: ïîïûòàéòåñü âçÿòü λ î÷åíü ìàëåíüêèì, à N � î÷åíü áîëüøèì.

b) Äîêàæèòå, ÷òî â ïóíêòå a ïîäõîäÿò âñå N íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N0 .

c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî δ ëþáóþ ïðîãðåññèþ Âåéëÿ ìîæíî ðàçáèòü íà
íåñêîëüêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèåé Âåéëÿ,
ïðè÷åì ñ ðàçíîñòüþ ìåíüøå δ .

Ïîäñêàçêà: ïðèìåíèòå ê äàííîé ïðîãðåññèè ëåììó Äèðèõëå äëÿ îòðåçêà [0, δ] .

d) Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéëÿ.

8. a) Â êâàäðàòå [0, 1]2 âûáðàí îòðåçîê I . Äàéòå îïðåäåëåíèå ÷àñòîòû ïåðåñå÷åíèé îáìîòêè
[0, 1]2 ñ îòðåçêîì I (íàïîìíèì, ÷òî îáìîòêà êâàäðàòà îïðåäåëåíà â êîíöå ïðîøëîãî ïàðà-
ãðàôà). b) Íàéäèòå ýòó ÷àñòîòó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà I � âåðòèêàëüíûé èëè ãîðèçîíòàëüíûé
îòðåçîê äàííîé äëèíû. c) Íàéäèòå ÷àñòîòó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà I .

9. a) Íàéäèòå ïëîòíîñòü ïëèòîê ìîçàèêè íà äàííîé ïðÿìîé ax+ by = 0 , ò.å.

lim
T→∞

÷èñëî ïëèòîê íà îòðåçêå äëèíû T, îòëîæåííîì íà ïðÿìîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò

T
.

b) Íàéäèòå ñðåäíþþ äëèíó ïëèòîê ìîçàèêè íà äàííîé ïðÿìîé ax+ by = 0 , ò.å.

lim
T→∞

ñóììàðíàÿ äëèíà ïëèòîê íà îòðåçêå äëèíû T

÷èñëî ýòèõ ïëèòîê
.

c) Íàéäèòå ïëîòíîñòü ïëèòîê ìàêñèìàëüíîé äëèíû.
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�4 Ìîçàèêè íà ïëîñêîñòè

10. a) Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîçàèêè è åå ïëèòîê íà ïëîñêîñòè Ax+By +Cz = 0 â ïðîñòðàíñòâå.
b) Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óãëîâ ìîæåò áûòü ó ïëèòêè?
c) Íàéäèòå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïëèòîê íà ýòîé ïëîñêîñòè, åñëè A,B è C öåëûå.
d) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïëîñêîñòè Ax+By+Cz = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç òðåõ óñëîâèé:
� 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè íà ýòîé ïëîñêîñòè (òîãäà ïëîñ-
êîñòü íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíîé);
� âñå òî÷êè ýòîé ïëîñêîñòè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè èìåþò âèä k · v , ãäå v � îäíà èç ýòèõ
òî÷åê, à k � öåëîå ÷èñëî (òîãäà íàçîâåì ïëîñêîñòü ïîëóèððàöèîíàëüíîé);
� λA, λB è λC � öåëûå ÷èñëà ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ìíîæèòåëÿ λ 6= 0 (ðàöèîíàëüíàÿ
ïëîñêîñòü).
e) Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîãè çàäà÷ èç �2 äëÿ èððàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè.
f) Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîãè çàäà÷ èç �2 äëÿ ïîëóèððàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè.

Ïðîìåæóòî÷íûé ôèíèø

Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè Ax + By + Cz = 0 êàêîé-íèáóäü (óäîáíûé Âàì) ìíîãîóãîëüíèê P ,
ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PT åãî ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-
äèíàò è êîýôôèöèåíòîì T . Ýòà ôèãóðà áóäåò èãðàòü äëÿ ïëîñêîñòè òó æå ðîëü, ÷òî îòðåçîê
äëèíû T íà ïðÿìîé â �3.

11. a) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû Âåéëÿ äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {kµ+ nλ} .
b) Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîã çàäà÷è 8 äëÿ èððàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.
c) Äàéòå îïðåäåëåíèå è íàéäèòå ïëîòíîñòü ïëèòîê íà äàííîé èððàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè.
d) Îïðåäåëèòå è íàéäèòå ñðåäíþþ ïëîùàäü ïëèòîê íà äàííîé èððàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè.
e) Îïðåäåëèòå è íàéäèòå ïëîòíîñòü òðåóãîëüíûõ ïëèòîê â èððàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè.
f) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ïëèòêà áóäåò òðåóãîëüíîé, ò.å.

lim
T→∞

÷èñëî òðåóãîëüíûõ ïëèòîê â PT

îáùåå ÷èñëî ïëèòîê â PT

.

g)x Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îêàæåòñÿ â òðå-
óãîëüíîé ïëèòêå, ò.å.

lim
T→∞

ñóììàðíàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíûõ ïëèòîê â PT

ñóììàðíàÿ ïëîùàäü âñåõ ïëèòîê â PT

.

h)x Îïðåäåëèòå è íàéäèòå ñðåäíþþ ïëîùàäü òðåóãîëüíîé ïëèòêè íà äàííîé èððàöèîíàëüíîé
ïëîñêîñòè.
i) Ðåøèòå âñå ïóíêòû ýòîé çàäà÷è ñ çàìåíîé òðåóãîëüíèêîâ íà ÷åòûðåõ-, ïÿòè-, øåñòè- è
ñåìèóãîëüíèêè.
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�5 Ïîëèýäðû

Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòûé (îòêðûòûé) âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê � ýòî ïåðåñå÷åíèå íåñêîëü-
êèõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ ãðàíèöåé (ñîîòâåòñòâåííî, áåç ãðàíèöû). (Çàìêíóòûé) ïîëèýäð � ýòî
îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ (çàìêíóòûõ) âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Êîìïîíåíòà ïîëèýäðà
P � ìíîæåñòâî âñåõ åãî òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ äàííîé òî÷êîé ëîìàíûìè, ëå-
æàùèìè â P . Ïðèìåð ïîëèýäðà ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó èìååò òðè
êîìïîíåíòû:

12. a) Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå (çàìêíóòûõ) ïîëèýäðîâ, à òàêæå êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè (çàìêíóòîãî) ïîëèýäðà � òîæå (çàìêíóòûé) ïîëèýäð.
b) Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó ïîëèýäðó � òîæå ïîëèýäð, íî íå çàìêíóòûé.
c) Åñëè ìû çíàåì ÷èñëî êîìïîíåíò ïîëèýäðîâ P è Q , ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷èñëå êîìïîíåíò
èõ îáúåäèíåíèÿ? Ïåðåñå÷åíèÿ? Äîïîëíåíèÿ ê P ?

Íàçîâåì ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îíî íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëü-
íîì ïåðåíîñå íà öåëîå ðàññòîÿíèå â âåðòèêàëüíîì è ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Íàçîâåì
ïåðåñå÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ñ åäèíè÷íûì êâàäðàòîì [0, 1]2 åãî ôóíäàìåíòàëü-
íîé îáëàñòüþ. Íàçîâåì ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèì ïîëèýäðîì, åñëè îíî ïåðèîäè÷åñêîå, è åãî
ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü � ïîëèýäð.

13. a) Ìîãóò ëè ðàçíûå ïåðèîäè÷åñêèå ìíîæåñòâà èìåòü ðàâíûå ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè?
b) Ìîæåò ëè ïåðèîäè÷åñêèé ïîëèýäð èìåòü îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, à åãî ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ îáëàñòü � äâå?
c)x Ìîæåò ëè ïåðèîäè÷åñêèé ïîëèýäð èìåòü äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè?

14. Åñëè äâå çàìêíóòûå íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ ëîìàíûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû äðóã äðóãà,
òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòíîì êîëè÷åñòâå òî÷åê. Äîêàæèòå ýòî a) äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ òðåóãîëü-
íèêîâ, b) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îäíà èç ëîìàíûõ � òðåóãîëüíèê, c) â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðåäóïðåæäåíèå: åñëè Âû èñïîëüçóåòå â ðåøåíèè ïîíÿòèÿ �âíóòðè� èëè �ñíàðóæè çàìêíó-
òîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé�, òî Âàì íóæíî áóäåò äàòü èõ îïðåäåëåíèå è äîêàçàòü
èõ ñâîéñòâà, êîòîðûå âû èñïîëüçóåòå (íî ýòó çàäà÷ó ïðîùå ðåøèòü, íå ââîäÿ òàêèå ïîíÿòèÿ).

15. Äâå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà A íà ïëîñêîñòè ñîåäèíèëè íîâûì ðåáðîì, íå ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
äðóãèå åãî ðåáðà è âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì ÷èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê ãðàôó
A âîçðîñëî a) íå áîëåå ÷åì íà 1 è b) íå ìåíåå ÷åì íà 1.

�6 Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ìíîæåñòâà

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íà ïðÿìîé ax + by = c íàçîâåì åå ïåðåñå÷åíèå ñ ïåðèîäè-
÷åñêèì ïîëèýäðîì.

16. a) ßâëÿåòñÿ ëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íà èððàöèîíàëüíîé ïðÿìîé êâàçèïåðèîäè÷åñêèì?
b) Åñëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ëó÷å, òî îáÿçàòåëüíî ëè îíî ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê?
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c) Ïðèäóìàéòå ìíîæåñòâî íà èððàöèîíàëüíîé ïðÿìîé, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèì.

Ìåðà ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé � ýòî åãî �îäíîìåðíàÿ ïëîùàäü�. Ãîâîðÿ ñòðîãî, åñëè ìíîæåñòâî
íà ïðÿìîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, òî åãî ìåðîé áóäåì íà-
çûâàòü ñóììó äëèí ýòèõ îòðåçêîâ. Íàçîâåì ñðåäíåé äëèíîé ìíîæåñòâà Q íà ïðÿìîé ïðåäåë

lim
T→∞

ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ Q ñ îòðåçêîì äëèíû T, îòëîæåííûì íà ïðÿìîé îò òî÷êè 0

T
.

17. Ïóñòü êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî Q íà ïðÿìîé ax+ by = c ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ýòîé
ïðÿìîé ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîëèýäðîì, èìåþùèì ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü F .
a) Íàéäèòå ñðåäíþþ äëèíó ìíîæåñòâà Q , åñëè F � ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà èç
ñòîðîí ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé ax+ by = c .
b) Íàéäèòå ñðåäíþþ äëèíó ìíîæåñòâà Q äëÿ ïðîèçâîëüíîãî F .

Ïîäñêàçêà: ïðèáëèçüòå F ñâåðõó è ñíèçó ïðÿìîóãîëüíèêàìè èç ïðîøëîãî ïóíêòà.

Çàìå÷àíèå: òåïåðü ìîæíî ïîïðîáîâàòü âåðíóòüñÿ ê ïóíêòàì ñî çâåçäî÷êîé â çàäà÷å 11.

Äàëüøå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì èññëåäîâàòü ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî Mh , ñîñòîÿùåå èç
âñåõ òî÷åê, ó êîòîðûõ äðîáíàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîé èç êîîðäèíàò íå ïðåâîñõîäèò h . Íà
ðèñóíêå Mh èçîáðàæåíî æåëòûì è çåëåíûì:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qh ïåðåñå÷åíèå Mh ñ ïðÿìîé x+
√
2y = 0 .

18. a) Íàéäèòå ñðåäíþþ äëèíó Qh . b) Äàéòå îïðåäåëåíèå è íàéäèòå ïëîòíîñòü îòðåçêîâ ìíî-
æåñòâà Qh .

Ïîäñêàçêà: ñíà÷àëà ðåøèòå ïóíêò (á) äëÿ ìíîæåñòâ M1,h è M2,h , çàêðàøåííûõ çåëåíûì è
æåëòûì ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì âûðàçèòå îòâåò äëÿ Mh ÷åðåç îòâåòû äëÿ M1,h è M2,h .

�7 Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

Ïðèìåíÿÿ ïîäñêàçêó ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå çàìå÷à-
íèå: åñëè ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ðàçáèòü íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ è òî÷åê, òî ðàçíîñòü ÷èñëà
òî÷åê è ÷èñëà èíòåðâàëîâ íå áóäåò çàâèñåòü îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ. Ýòà ðàçíîñòü íàçûâàåòñÿ
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé.

×òîáû ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè, íàì íóæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü ïîíÿòèå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè íà ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè.

Íàçîâåì êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì ïîëèýäðà P òàêîé íàáîð îòêðûòûõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ T1, T2 , T3, . . . , èíòåðâàëîâ I1, I2, I3, . . . è òî÷åê P1, P2, P3, . . . (íàçûâàåìûõ âìåñòå
êëåòêàìè ðàçáèåíèÿ), ÷òî
� êàæäàÿ òî÷êà ïîëèýäðà ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ðîâíî îäíîé êëåòêè, ò.å. ëèáî â îäíîì îòêðûòîì
ìíîãîóãîëüíèêå Ti (áåç åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê), ëèáî â îäíîì èíòåðâàëå Ij (áåç åãî êîíöîâ),
ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òî÷åê Pk .
� êàæäàÿ ñòîðîíà è âåðøèíà êàæäîãî ìíîãîóãîëüíèêà Ti è êàæäûé êîíåö êàæäîãî èíòåðâàëà
Ij òîæå ÿâëÿåòñÿ êëåòêîé ðàçáèåíèÿ.
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� êëåòîê êîíå÷íîå ÷èñëî, è èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîëèýäðîì P .

19. a) Èç çàìêíóòîãî êâàäðàòà [−1, 1]2 âûêèíóëè îòêðûòûé êâàäðàò (0, 1)2 . Ïîêàæèòå, ÷òî ïî-
ëó÷èëñÿ çàìêíóòûé ïîëèýäð, è ïðåäëîæèòå åãî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñ êàê ìîæíî ìåíüøèì
÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Ìîæåò ëè áûòü êëåòêîé ðàçáèåíèÿ ýòîãî ïîëèýäðà òðåóãîëüíèê ñ âåðøè-
íàìè (−1,−1), (1,−1) è (−1, 1)?
b) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé çàìêíóòûé ïîëèýäð äîïóñêàåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå.

Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà P íàçîâåì
χ(P ) =(÷èñëî ìíîãîóãîëüíèêîâ)−(÷èñëî èíòåðâàëîâ)+(÷èñëî âåðøèí ðàçáèåíèÿ).

20. a) (Ôîðìóëà Ýéëåðà) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî ïîëèýäðà ðàâ-
íà ñëåäóþùåìó: (÷èñëî åãî êîìïîíåíò)−(÷èñëî êîìïîíåíò åãî äîïîëíåíèÿ)+1 .

Ïîäñêàçêà: äîêàæèòå ôîðìóëó ñíà÷àëà äëÿ äåðåâà, ïîòîì äëÿ ãðàôà, à ïîòîì äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ïîëèýäðà, äîáàâëÿÿ ê êëåòî÷íîìó ðàçáèåíèþ ïî îäíîé êëåòêå.

b) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîãî ïîëèýäðà íå çàâèñèò îò âûáîðà åãî ðàçáèåíèÿ. Ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà 1. c) χ(P ) + χ(Q) = χ(P ∪Q) + χ(P ∩Q) .
d) (ËåììàÆîðäàíà)Äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé èìååò ðîâ-
íî äâå êîìïîíåíòû.

�8 Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè Ax+By+Cz = 0 � ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïëîñêîñòè
ñ ïåðèîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, îáîçíà÷èì ÷åðåç Qh ïåðåñå÷åíèå
ïëîñêîñòè x+ 3

√
2y+ 4
√
2z = 0 ñ ìíîæåñòâîì Mh , ñîñòîÿùèì èç âñåõ òî÷åê, ó êîòîðûõ äðîáíûå

÷àñòè õîòÿ áû äâóõ èç òðåõ êîîðäèíàò íå ïðåâîñõîäÿò h . Ìíîæåñòâî M1/4 è ìíîæåñòâà Qh

ïðè h = 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7 âûãëÿäÿò òàê:

Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 11, âûáåðåì íà ïëîñêîñòè x + 3
√
2y + 4

√
2z = 0 êàêîé-íèáóäü (óäîáíûé

7



Âàì) ìíîãîóãîëüíèê P , è îáîçíà÷èì ÷åðåç PT åãî ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
è êîýôôèöèåíòîì T .

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà. Âû÷èñëèòü ïëîòíîñòü êîìïîíåíò êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
Q , ò.å. ïðåäåë

]Q = lim
T→∞

÷èñëî êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Q â PT

ïëîùàäü PT

.

Îòâåò íåèçâåñòåí äàæå äëÿ èçîáðàæåííûõ âûøå ìíîæåñòâ Qh ïðè ïðîèçâîëüíîì h .

21. a) Óêàæèòå ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøåå h0 < 1 , äëÿ êîòîðîãî ]Qh0 = 0 . (Óãàäàòü êàêîå-òî
ïîäõîäÿùåå h0 , õîòÿ, âîçìîæíî, äàëåêî íå ñàìîå ìàëåíüêîå, ïîìîæåò ñåðèÿ êàðòèíîê âûøå.)
b) Âû÷èñëèòå ïëîòíîñòü ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà Qh , ò.å.

lim
T→∞

ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïåðåñå÷åíèÿ Q ñ PT

ïëîùàäü PT

.

c) Ïîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó Mh ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà M1−h âûáðàñûâà-
íèåì ãðàíè÷íûõ òî÷åê è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî 0.
d) Êàê ñâÿçàíû ]Qh è ]Q1−h?
e) Íàéäèòå ]Qh ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ è ìàëûõ h , à èìåííî ïðè h > h0 è h 6 1− h0 .
f) Îöåíèòå ]Q1/2 êàê ìîæíî òî÷íåå ñâåðõó è ñíèçó.
g) Ïðåäëîæèòå êàê ìîæíî áîëüøåå H , äëÿ êîòîðîãî ]QH > 0 , è îöåíèòå ýòó ïëîòíîñòü êàê
ìîæíî òî÷íåå ñíèçó.
h) Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Mh ñ äðóãîé ïëîñêîñòüþ: x+

√
2y+

√
3z = 0 .

Ýòî êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî Q̃h èçîáðàæåíî íèæå äëÿ h = 0.4, 0.5, 0.6 . Ïîëó÷èòå
êàêèå-ëèáî îöåíêè íà ]Q̃h , êîòîðûå áû ïîäòâåðæäàëè èëè ñòàâèëè ïîä ñîìíåíèå ñëåäóþùóþ
ãèïîòåçó: â îòëè÷èå îò ]Q1/2 , ïëîòíîñòü ]Q̃1/2 íóëåâàÿ, íî ]Q̃h > 0 ïðè h < 1/2 .
i) (Äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ çàäà÷è Àðíîëüäà 1988-17) Ïîëó÷èòå êàêèå-ëèáî îöåíêè, êîòî-
ðûå áû ïîäòâåðæäàëè èëè ñòàâèëè ïîä ñîìíåíèå ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó äëÿ êàê ìîæíî áîëü-
øèõ h < 1/2 : äëÿ êàæäîãî h ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî Rh , òàêîå ÷òî êàæäàÿ
îãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà Q̃h óìåùàåòñÿ â êðóãå ðàäèóñà Rh .

Ñàìàÿ òî÷íàÿ îöåíêà ïëîòíîñòåé ]QH èëè ]Q̃1/2 ïîëó÷èò ïðèç, à èõ òî÷íîå âû÷èñ-
ëåíèå èëè ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è Àðíîëüäà 1988-17 Âû ñìîæåòå îïóáëèêî-
âàòü â ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå, êàê òîëüêî ïðèîáðåòåòå íåîáõîäèìóþ êóëüòóðó
èçëîæåíèÿ íà ìëàäøèõ êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà!
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