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1 Определения и обозначения
Один из самых известных и ярких объектов в комбинаторной геометрии — это хроматическое

число пространства. Прежде чем ввести его, напомним, что пространство Rn, называемое n-мерным
евклидовым пространством, — это просто множество всех “точек” x, каждая из которых есть по-
следовательность, состоящая из n действительных чисел: x = (x1, . . . , xn). При этом между любыми
двумя точками x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) можно померить расстояние по формуле

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.

В частности, при n = 1 получаем обычную прямую, при n = 2 — обычную плоскость, при n = 3 —
обычное пространство.

Так вот, хроматическое число Rn — это величина, обозначаемая χ(Rn) и равная минимально-
му количеству цветов, в которые можно так раскрасить все точки пространства Rn, чтобы между
точками одного цвета не было расстояния 1.

Нам предстоит пройти довольно большой путь от простейших фактов, которые известны многим,
хотя и не всем, до весьма продвинутых результатов, полученных буквально в последние месяцы перед
ЛКТГ. И методы, которые нам предстоит узнать, будут разнообразны и нетривиальны — от линейной
алгебры до теории вероятностей и случайных графов!

2 Задачи до промежуточного финиша

2.1 Простейшие оценки хроматического числа

Задача 1. Докажите, что χ(R1) = 2.

Решение. Очевидно, что в один цвет раскрасить нельзя, поскольку точки 1 и 2 должны быть
разных цветов. А в два можно. Для этого разобьем всю прямую на полуинтервалы [a; a+1) для всех
целых точек a и раскрасим эти интервалы по очереди в черный и белый цвета.

Задача 2. Докажите, что χ(R2) > 4.

Решение. Очевидно, что приведенную ниже фигуру нельзя правильным образом раскрасить в
3 цвета.
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Задача 3. Докажите, что χ(R2) 6 7.

Решение. Каждый желающий без труда может убедиться, что подходит следующая раскраска:

Задача 4. Докажите, что χ(R3) 6 27.

Решение. Задача является частным случаем задачи 7.

Задача 5. Докажите, что χ(R3) > 5.

Решение. Задача является частным случаем задачи 9.

Задача 6. Докажите, что χ(Rn) конечно при любом n.

Решение. Давайте сразу решим задачу 7, а 6 будет из нее очевидным следствием.

Задача 7∗. Докажите, что χ(Rn) 6 (d
√
ne+ 1)

n.

Решение. Зафиксируем два числа k ∈ N и p ∈ R, после чего разобьем пространство Rn на
кубики с ребром kp. Теперь каждый кубик разделим на kn меньших кубиков, с ребром p у каждого.
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Зафиксируем один большой кубик и все маленькие кубики внутри него раскрасим каждый в свой
цвет (всю внутренность и грани, прилегающие к вершине с наименьшей суммой координат. В этот
же цвет красим соединяющие их рёбра, при этом вершину красим только одну, как раз ту, у которой
наименьшая сумма координат), после чего точно такими же цветами и в таком же порядке раскрасим
все маленькие кубики внутри остальных больших кубов. Тогда, чтобы раскраска была правильной,
необходимо, чтобы выполнялось два неравенства: p

√
n 6 1, (k − 1)p > 1.

Но для k = d
√
ne+ 1 и p = 1√

n
эти неравенства, очевидно, выполнены.

Задача 8. Докажите, что в Rn есть множество из n+ 1 точек, попарные расстояния между кото-
рыми равны 1, а стало быть, χ(Rn) > n+ 1.

Решение. Давайте построим такое множество точек в явном виде. Положим

A1 =

(√
2

2
; 0; 0; . . . ; 0; 0

)

A2 =

(
0;

√
2

2
; 0; . . . ; 0; 0

)
. . .

An =

(
0; 0; 0; . . . ; 0;

√
2

2

)
Понятно, что попарные расстояния между этими n точками равны по 1. А (n+1)-ю точку найдем

в виде S = (a; a; a; . . . ; a; a).

SAi =

√√√√(n− 1)a2 +

(
a−
√

2

2

)2

= 1

na2 −
√

2a− 1

2
= 0.

Несложно убедиться, что дискриминант этого квадратного уравнения положителен. И у нас най-
дутся сразу две точки S1 и S2, от каждой из которых до любой Ai расстояние равно 1.

Задача 9∗. Докажите, что χ(Rn) > n+ 2.

Решение. Возьмем две фигуры, аналогичные построенным в задаче 8, S1S2A1 . . . An и равную
ей T1T2B1 . . . Bn. Разместим их в пространстве так, чтобы точка S1 совпадала с точкой T1, а рассто-
яние S2T2 равнялось 1. Если мы захотим раскрасить пространство в n + 1 цвет, то точки S1 и S2

будут одного цвета, и точки T1 и T2 будут одного цвета. Значит S2 и T2 будут одного цвета, но это
невозможно.
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2.2 Дистанционные графы специального вида, их простейшие свойства и
связь с хроматическим числом пространства

Напомним, что скалярное произведение векторов x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) в Rn — это
выражение

(x,y) = x1y1 + . . .+ xnyn.

Нетрудно проверить, что всегда

|x− y|2 = (x,x) + (y,y)− 2(x,y). (1)

Пусть даны натуральные числа r, s. Для каждого n ∈ N обозначим G(n, r, s) граф, у которого
множество вершин — это

V (n, r) = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ {0, 1}, x1 + . . .+ xn = r},

а множество ребер — это
E(n, r, s) = {{x,y} : (x,y) = s}.

Иными словами, вершины — это все возможные векторы из нулей и единиц, в каждом из которых
ровно r единиц и n − r нулей, а рёбрами соединены те и только те пары вершин, скалярное произ-
ведение которых равно s. За счет формулы (1) можно сказать, что рёбра — это те и только те пары
вершин, расстояние между которыми равно

√
2r − 2s. Именно поэтому графы G(n, r, s) называются

дистанционными. Удобно также иметь следующую интерпретацию графа G(n, r, s). Его вершинами
можно считать все возможные r-элементные подмножества множества Rn = {1, 2, . . . , n}, а рёбра-
ми — пары подмножеств, мощность пересечения которых равна s. Осознайте это!

Напомним, что независимое множество вершин графа — это множество, в котором любые две
вершины не соединены ребром. Число независимости α(G) графа G — это количество вершин в
любом его максимальном по мощности независимом множестве. Хроматическое число χ(G) графа
G — это минимальное количество цветов, в которые можно так покрасить все вершины графа, чтобы
между вершинами одного цвета не было ребер.

Задача 10. Докажите, что для любых n, r, s выполнено χ(Rn) > χ(G(n, r, s)).

Решение. Если сделать гомотетию графа G(n, r, s) с коэффициентом 1√
2(r−s)

, то все его ребра

станут равны по 1. И при этом он будет вложен в пространство Rn. Поэтому, если мы сможем
раскрасить все пространство в k цветов, то мы все вершины графа G(n, r, s) и подавно сможем
раскрасить.

Задача 11. Докажите, что для любого графа G = (V,E) выполнено χ(G) > |V |
α(G)

.

Решение. Каждый цвет будет являться независимым множеством, поэтому его размер не пре-
восходит α(G). Но тогда если мы количество вершин кажого цвета увеличим до α(G), то суммарное
количество вершин у нас увеличится и их станет χ(G) · α(G) > |V |.

Задача 12. Найдите α(G(n, 3, 1)). Выведите из полученного результата значительное усиление
оценки из задачи 9.
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Решение. Ответ зависит от того, с чем сравнимо n по модулю 4. Будем доказывать по индукции,
что

n ≡ 0(mod 4)⇒ α(G(n, 3, 1)) = n,

n ≡ 1(mod 4)⇒ α(G(n, 3, 1)) = n− 1,

n ≡ 2(mod 4)⇒ α(G(n, 3, 1)) = n− 2,

n ≡ 3(mod 4)⇒ α(G(n, 3, 1)) = n− 2.

База для k = 1, 2, 3, 4 не представляет сложности. Будем делать переход от всех k 6 n− 1 к k = n.
Будем помнить, что вершины нашего графа можно трактовать и как вектора, и как 3-элементные

подмножества. Каждый вектор состоит из нулей и единиц. Зафиксируем любое независимое множе-
ство. Любые две вершины в нём либо не пересекаются, либо пересекаются ровно по двум элементам.

Рассмотрим две пересекающиеся вершины из независимого множества. Без ограничения общно-
сти можем считать, что это вектора (и соответствующие им 3-элементные подмножества)

(1, 1, 1, 0, . . . , 1) и (1, 1, 0, 1, 0, . . . , 0).

Если с этими двумя вершинами больше никакие не пересекаются, то у нас есть две вершины и
осталось n−4 элемента. И дальше по предположению индукции получаем утверждение задачи. Если
есть еще одна вершина, пересекающаяся с этими двумя, то это одна из трех вершин

(1, 1, 0, 0, 1, 0, . . . , 0), (1, 0, 1, 1, 0, . . . , 0) или (0, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)

.
В первом случае все остальные вершины, имеющие элементны среди первых четырех, имеют вид

(1, 1, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Если таких вершин k, то на них уйдет k + 2 элемента, по предположению
индукции мы легко закончим оценку.

Во втором и третьем случае, если есть вершины, в которых присутствуют элементы среди первых
четырех, то это лишь вершины, дополняющие систему до набора

(0, 1, 1, 1, 0, . . . , 0),

(1, 0, 1, 1, 0, . . . , 0),

(1, 1, 0, 1, 0, . . . , 0),

(1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0).

(1)

Таким образом количество элементов уменьшилось на 4, а вершин увеличилось не более, чем на
4. И снова по предположению индукции заканчиваем оценку.

Для завершения доказательства осталось привести пример. Давайте и его построим по индукции.
Читатель без труда самостоятельно построит примеры для k = 1, 2, 3, 4. Мы же давайте покажем,
как переходить от k → k + 4. Но для этого достаточно на первых четырех координатах построить 4
вектора, как в (1).

Оценка на хроматическое число пространства получается такая:

χ(Rn) > χ(G(n, 3, 1)) >
C3
n

α(G(n, 3, 1))
>

(n− 1)(n− 2)

6
.
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Задача 13∗. Найдите χ(G(n, 3, 1)) при n = 2k. Указание. Воспользуйтесь задачами 11 и 12, а
также следующей леммой и индукцией по k.

Решение. Решение данной задачи вы можете прочитать в статье [6].

Лемма 1. Пусть n — четное число и Pn — множество всех неупорядоченных пар {a, b} натураль-
ных чисел, не превосходящих n. Тогда найдутся такие множества пар B1, . . . , Bn−1, что

Pn = B1 t . . . tBn−1,

при этом для любого i = 1, . . . , n − 1 никакие две пары из Bi не содержат общий элемент. Для
нечетного n верно разложение

Pn = B1 t . . . tBn,

и также для любого i = 1, . . . , n никакие две пары из Bi не содержат общий элемент.

Задача 14∗∗. Найдите как можно более точные оценки (в идеале — формулу) для χ(G(n, 3, 1)) при
любых n.

Решение. Задача с двумя зведочками, а это значит, что в случае её решения вы получили бы
новый результат.

Задача 15. Докажите, что α(G(n, r, s)) > Cr−s−1
n−s−1.

Решение. Рассмотрим лишь те вершины, у которых на первых s+ 1 координатах стоят 1. Всего
таких вершин Cr−s−1

n−s−1. И понятно, что скалярное произведение любых двух векторов не меньше s+1,
поэтому никакие две вершины не соединены ребром.

Задача 16∗. Докажите, что α(G(n, r, 0)) = Cr−1
n−1, если 2r 6 n.

Решение. Доказательство данной задачи вы можете прочитать в статье [6].

Обозначим через B любое (раз и навсегда выбранное) подмножество множества вершин V (n, r),
которое является независимым в G(n, r, 0) и имеет мощность α(G(n, r, 0)).

Лемма. Для каждого s, 1 6 s 6 n, рассмотрим множество As = {s, s+ 1, . . . , s+ r−1}, где сумма
берется по модулю n. Тогда в B не может содержаться более r множеств As.

Доказательство. Зафиксируем некоторое As из B. Из всех остальных множеств Ak, пересека-
ющих As, составим r − 1 пар {As−i, As+r−i}, где 1 6 i 6 r − 1. Утверждение леммы теперь вытекает
из того, что B не может содержать более одного элемента из каждой пары.

Теперь из леммы выведем утверждение задачи. Выберем случайным образом перестановку σ на
множестве {1, 2, . . . , n} и число i ∈ {1, 2, . . . , n}. Пусть A = {σ(i), σ(i + 1), . . . , σ(i + r − 1)}, где
сумма, как и раньше, берется по модулю n. В силу произвольности выбора σ из леммы вытекает,
что P (A ∈ B) 6 r

n
. Но A выбирается равновероятно из всех r-элементных подмножеств. Поэтому,

r

n
> P(A ∈ B) =

|B|
Cr
n
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и
|B| 6 r

n
Cr
n = Cr−1

n−1.

Задача 17. Докажите, что χ(G(n, r, 0)) 6 n− 2r + 2, если 2r 6 n.

Решение. Давайте в первый цвет покрасим все вершины, у которых первая координата равна 1.
Во второй цвет раскрасим все нераскрашенные вершины, у которых вторая координата равна 1. И
так далее, до (n−2r+1)-го цвета. Понятно, что тогда среди вершин одного цвета рёбер не будет. У нас
остался еще один цвет. Какие вершины остались не покрашены? Лишь те, у которых все единички
среди последних 2r−1 координат. Но понятно, что никакие две такие вершины не соединены ребром.
Поэтому мы можем все оставшиеся вершины покрасить в последний цвет.

Задача 18. Докажите, что χ(G(n, r, s)) 6 Cs
rC

r−s
n−r + 1.

Решение. Что такое Cs
rC

r−s
n−r? Это просто степень каждой вершины графа G(n, r, s). Но понятно,

что если в графе степень каждой вершины не превосходит d, то его можно раскрасить в d+ 1 цвет.
Действительно, давайте поочередно красить все вершины графа. Для любой вершины, которую мы
хотим раскрасить, существует минимум 1 цвет, с которым она не соединена. Давайте в этот цвет и
раскрасим.

Задача 19. Докажите, что χ(G(n, r, s)) 6 Cs+1
n .

Решение. Выберем из Rn все (s + 1)-элементные подмножества и занумеруем их от 1 до Cs+1
n .

А теперь покрасим в первый цвет все вершины, содержащие первое подмножество, во второй – все
непокрашенные вершины, содержащие второе подмножество, и так далее. Понятно, что все вершины
таким образом будут покрашены, и внутри одного цвета рёбер не будет.

Задача 20∗. Пусть k =
[
r−1
s

]
. Докажите, что χ(G(n, r, s)) 6 k · Cs+1

dnke
.

Решение Доказательство данной задачи вы можете прочитать в статье [6].

Задача 21∗. Докажите, что n−r+1 6 χ(G(n, r, r−1)) 6 n при n = 2k. Указание. Воспользуйтесь
леммой 1 и индукцией по r и k.

Решение. Для получения нижней оценки достаточно заметить, что в графе есть клика размера
n−r+1. Для этого рассмотрим те вершины, у которых на первых r−1 координатах стоят единички.
Таких вершин ровно n− r + 1 и все они попарно соединены ребром.

Рассмотрим случай r = 2. Покажем, что из леммы 1 следует неравенство χ(G(n, 2, 1)) 6 n.
В самом деле, вершины графа G(n, 2, 1) можно отождествить с множеством пар натуральных чи-
сел 1, . . . , n, при этом две вершины соединены ребром тогда и только тогда, когда соответствующие
пары имеют общий элемент. Таким образом, если взять в качестве цветов χi = Bi из леммы 1, то
весь граф окажется покрашенным в n− 1 цвет для n = 2m и в n цветов для n = 2m+ 1.

Доказательство верхней оценки мы будем проводить индукцией по параметру r. База индукции
доказана выше. Пусть верхняя оценка верна для всех r < k. Докажем шаг индукции, для этого
покрасим граф G(n, k, k − 1).
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Пусть n = 2l. Граф G(n, k, k−1) мы будем красить индукцией по параметру l. Для доказательства
базы индукции рассмотрим максимальное l0 такое, что 2l0 < k. При таком l0 имеем χ(G(2l0 , k, k −
1)) = 0, и верхняя оценка выполнена. Предположение индукции: χ(G(2l−1, k, k− 1)) 6 2l−1. Разобьем
множество элементов на две части:

A1 = {1, . . . , n/2},
A2 = {n/2 + 1, . . . , n}.

Разобьем все вершины нашего графа на k + 1 непересекающихся множеств

Vj = {v ∈ V (G(n, k, k − 1)) : |v ∩ A1| = j}, j = 0, . . . , k.

Отметим, что при l = l0 +1 некоторые Vj пусты. Это только улучшит результат, поэтому дальнейшие
рассуждения будем проводить так, как будто все Vj не пусты.

Рассмотрим граф G(n/2, j, j−1) при j = 1, . . . , k−1. По предположению индукции χ(G(n/2, j, j−
1)) 6 n/2, и все j-элементные подмножества множества A1 можно так покрасить в n/2 цветов
ϕ1, . . . , ϕn/2, что любые два таких подмножества одного цвета не пересекаются по j − 1 элемен-
ту. Обозначим W ν

j,1 семейство всех таких подмножеств, покрашенных в цвет ϕν . Также введем
граф G(n/2, k− j, k− j − 1), построенный на множестве элементов A2. Тогда все (k− j)-элементные
подмножества множества A2 так красятся в цвета ψ1, . . . , ψn/2, что покрашенные в один цвет под-
множества не пересекаются по k − j − 1 элементу. Обозначим W µ

k−j,2 семейство (k − j)-элементных
подмножеств A2, покрашенных в цвет ψµ.

Для ν ∈ {1, . . . , n} положим U1,ν
j = {w1 tw2 : w1 ∈ W ν

j,1, w2 ∈ W ν
j,2}. Пусть U1

j =

n/2⊔
ν=1

U1,ν
j . Понятно,

что любые два множества из набора U1
j не пересекаются по k−1 элементу. Допустим, что это не так,

то есть найдутся вершины v, w ∈ U1
j , для которых |v ∩ w| = k − 1. Тогда либо v ∩ A1 = w ∩ A1, либо

v ∩ A2 = w ∩ A2, то есть не совпадающие “половинки” этих вершин покрашены в одинаковый цвет.
Пусть, например, v ∩A1 = w ∩A1, тогда v ∩A2 и w ∩A2 имеют не более k − j − 2 общих элементов.
Стало быть, вершины v и w не могут пересекаться по k − 1 элементу, противоречие. Аналогично
разбирается случай, когда v ∩ A2 = w ∩ A2.

Таким же образом можно получить набор U2
j , объединяя множества изW 1

j,1 с множествамиW 2
k−j,2,

множества изW 2
j,1 с множествамиW 3

k−j,2, . . . , множества изW n/2
1,j c множествамиW 1

k−j,2. Аналогично,
с помощью циклических сдвигов определяются U3

j , . . . , U
n/2
j . Здесь по-прежнему j = 1, . . . , k − 1. Из

предположения индукции по параметру n существуют наборы U i
0 и U i

k, состоящие соответственно из
подмножеств A2 и A1, не пересекающихся по k − 1 элементу при каждом i = 1, . . . , n/2.

Окончательно определим при i = 1, . . . , n/2 цвет χi как объединение наборов с четными индек-
сами:

χi = U i
0 ∪ U i

2 ∪ U i
4 ∪ . . .

При i = n/2 + 1, . . . , n объединим наборы с нечетными индексами:

χi = U
i−n/2
1 ∪ U i−n/2

3 ∪ U i−n/2
5 . . .

Очевидно, что мы потратили не более n цветов для раскраски нашего графа, что завершает
индукцию по параметру n, а стало быть, и по параметру r. Тем самым мы получаем верхнюю оценку.
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Задача 22∗∗. Найдите χ(G(n, r, r − 1)) или хотя бы уточните оценки из задачи 21.

Решение. Задача с двумя зведочками, а это значит, что в случае её решения вы получили бы
новый результат.

Убедитесь в том, что ни один из полученных Вами результатов не позволяет улучшить нижние
оценки величины χ(Rn), найденные в задачах 9 и 12. Ввиду задачи 11 хорошо бы научиться делать
верхние оценки чисел независимости графов G(n, r, s). Оказывается, многие из них получаются с
помощью линейно-алгебраического метода. Поэтому в следующем разделе мы напоминаем базовые
понятия линейной алгебры.

2.3 Основы линейной алгебры и её применения

Скажем, что векторы x1, . . . ,xt в Rn линейно независимы, если равенство c1x1 + . . . + ctxt = 0
возможно лишь при условии, что c1 = . . . = ct = 0.

Задача 23. Докажите, что максимальное число линейно независимых векторов в Rn равно n.

Решение. Очевидно, что базисные вектора ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит на i-ом месте,
которые мы берём по всем i от 1 до n, линейно независимы, поскольку c1e1 + c2e2 + . . . + cnen =
(c1, c2, . . . , cn). Докажем индукцией по n, что любые n+1 векторов в Rn линейно зависимы. База при
n = 1 очевидна. Докажем переход от n к n+1. Если у всех n+2 векторов (n+1)-ая координата равна
нулю, то, отбросив её, по предположению индукции можно найти нулевую линейную комбинацию
этих n+ 2 векторов с коэффициентами не всеми равными нулю, которая очевидно равна нулю и при
возвращении отброшенной координаты. Если же у какого-то вектора xi (n+ 1) координата не равна
нулю, то перейдём к векторам x′1,x

′
2, . . . ,x

′
n, где x′j = xj − (aj/ai)xi, где ak — (n + 1)-ая координата

вектора xk. Тогда по предположению индукции для векторов x′1, . . . ,x
′
i−1,x

′
i+1, . . . ,x

′
n+2 существуют

коэффициенты c1, . . . , cn+1 не все равные нулю такие, что 0 = c1x
′
1 + . . . , ci−1x

′
i−1 + cix

′
i+1 + . . . +

cn+1x
′
n+2 = c1(x1 − (a1/ai)xi) + . . . + cn+1(xn+2 − (an+2/ai)xi) = c1x1 + . . . + ci−1xi−1 + (−c1(a1/ai) −

c2(a2/ai) − . . . − ci−1(ai−1/ai) − ci(ai+1/ai) − . . . − cn+1(an+2/ai)) + cixi+1 + . . . + cn+1xn+2. То есть мы
нашли равную нулю линейную комбинацию наших векторов в которой не все коэффициенты равны
нулю. Противоречие.

Задача 24. Докажите, что если x1, . . . ,xn — любая максимальная система линейно независимых
векторов в Rn, то любой вектор x ∈ Rn можно представить в виде x = c1x1+. . .+cnxn, где c1, . . . , cn —
действительные числа. (Система x1, . . . ,xn называется базисом пространства, а выражение c1x1 +
. . .+cnxn — линейной комбинацией векторов x1, . . . ,xn с коэффициентами c1, . . . , cn. В этих терминах
любой вектор x ∈ Rn можно представить в виде линейной комбинации векторов базиса.)

Решение. Допустим обратное. Тогда существует вектор x, не представимый в виде линейной
комбинации векторов x1, . . . ,xn. Но в этом случае система векторов x1, . . . ,xn,x будет линейно неза-
висимой и большей, чем исходная, что противоречит максимальности исходной системы векторов.
Действительно, если c1x1 + . . .+ cnxn + cx = 0, то либо c = 0 и тогда все ci равны нулю в силу неза-
висимости системы векторов xi, либо c 6= 0, но тогда x = (c1/c)x1 + . . . (cn/c)xn, что противоречит
предположению.

Пусть p — простое число, а Zp — множество вычетов по модулю p. Пространство Znp , подобно про-
странству Rn, — это просто множество всех последовательностей чисел из Zp. Операции сложения
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“векторов” x,y ∈ Znp и умножения их на элементы Zp осуществляются, как обычно, — покоординат-
но, — но при этом каждая координата берется по модулю p.

Понятия линейной независимости, линейной комбинации и базиса для Znp определяются так же,
как для Rn. Только в них все числа ci — это элементы Zp — не R, — а равенство нулю понимается
как равенство нулю по модулю p.

Задача 25. Докажите, что максимальное число линейно независимых векторов в Znp равно n и что
любая максимальная система образует базис.

Решение. Доказательство абсолютно аналогично доказательству двух предыдущих задач. За-
метим, что при их решении мы пользовались только тем, что любое действительное число можно
поделить на любое другое отличное от нуля. Но это свойство верно и в Zp, если понимать под деле-
нием домножение на обратный элемент.

Задача 26. Пусть W = {x1, . . . ,xt} — любое независимое множество вершин графа G(n, 3, 1).
Докажите, что векторы x1, . . . ,xt линейно независимы в Zn2 , откуда α(G(n, 3, 1)) 6 n, и это лишь
чуть-чуть слабее результата задачи 12!

Решение. Предположим противное. Тогда существуют коэффициенты c1, . . . , ct из Z2 такие, что
c1x1 + . . .+ ctxt = 0 и не все c1, . . . , ct равны 0. Без ограничения общности можно считать, что c1 6= 0.
Домножим обе части равенства скалярно на x1. Заметим, что скалярное произведение двух векторов,
у которых все координаты кроме трёх равны нулю, а оставшиеся три равны 1, может быть равно 3,
если эти вектора равны, и 0, 1 или 2 в остальных случаях. Так как наше множество независимо, то
скалярное произведение не может быть равно 1. А следовательно, в левой части первое слагаемое
будет равно 1 (можем так считать, поскольку 3 ≡ 1(mod 2)), а остальные — 0, что противоречит
тому, что в правой части очевидно получится 0.

Пусть F ∈ {R,Zp}. Пусть x1, . . . , xn — “переменные”. Одночленом от этих n переменных на-
зывается выражение вида xa11 · . . . · xann , где a1, . . . , an — некоторые неотрицательные целые числа.
Многочлен — это любая линейная комбинация одночленов. При этом многочлен P принадлежит
F [x1, . . . , xn], если коэффициенты в нём — это элементы F . Складывают и умножают многочлены
по обычным правилам. Также, если P ∈ F [x1, . . . , xn], то его можно умножить на любой элемент F .
В любом случае правила сложения и умножения коэффициентов многочленов определяются пра-
вилами сложения и умножения чисел в множестве F . Степень одночлена — это сумма степеней
переменных, входящих в него. Степень многочлена — это максимум степеней его одночленов. Мно-
гочлен P ∈ F [x1, . . . , xn] равен нулю, если все его коэффициенты равны нулю в F . Многочлены
P1 ∈ F [x1, . . . , xn], . . . , Pt ∈ F [x1, . . . , xn] линейно независимы над F , если c1P1 + . . . + ctPt = 0 лишь
в случае, когда все числа c1 ∈ F, . . . , ct ∈ F равны нулю в F . Очевидно, что любой многочлен
порождается базисом, состоящим из одночленов.

Задача 27. Докажите, что если многочлены линейно независимы над своим F , то их количество
не превосходит числа одночленов в базисе, которым все эти многочлены порождаются.

Решение. Каждый многочлен представляется линейной комбинацией базисных одночленов. Сле-
довательно, каждому многочлену можно сопоставить набор из n коэффициентов из F , где n —
количество базисных одночленов. То есть, каждый многочлен можно рассматривать как вектор в
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пространстве F n. Тогда по задаче 24 максимальное количество линейно независимых векторов в этом
пространстве равно n, что и составляет утверждение задачи.

Задача 28. Пусть W = {x1, . . . ,xt} — любое независимое множество вершин графа G(n, 5, 2).
Пусть многочлены P1 ∈ Z3[y1, . . . , yn], P2 ∈ Z3[y1, . . . , yn], . . . , Pt ∈ Z3[y1, . . . , yn] задаются формулами

Pi(y) = Pi(y1, . . . , yn) = (xi,y)((xi,y)− 1), i = 1, . . . , t.

Например, если x1 = (1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0), x2 = (0, . . . , 0, 1, 1, 1, 1, 1), то

P1(y1, . . . , yn) = (y1+y2+y3+y4+y5)(y1+y2+y3+y4+y5−1) = y2
1+. . .+y2

5+2y1y2+. . .+2y4y5−y1−. . .−y5,

P2(y1, . . . , yn) = (yn−4 + yn−3 + yn−2 + yn−1 + yn)(yn−4 + yn−3 + yn−2 + yn−1 + yn − 1) =

= y2
n−4 + . . .+ y2

n + 2yn−4yn−3 + . . .+ 2yn−1yn − yn−4 − . . .− yn.

Докажите, что многочлены P1, . . . , Pt линейно независимы над Z3, а стало быть, α(G(n, 5, 2)) 6
C2
n + 2C1

n.

Решение. По аналогии с задачей 26 предположим противное и подставим в полученное равенство
вместо y один из xi, соответствующий Pi, перед которым в линейной комбинации стоит ненулевой
коэффициент. Получим, что в правой части по-прежнему останется ноль, а в левой все многочлены,
кроме Pi, обнулятся. Действительно, посмотрим чему может быть равно скалярное произведение
(xi,y). Оно может быть равно 0, 1, 3 или 4, и тогда многочлен по модулю 3 обнуляется. Двойке
скалярное произведение быть равно не может, так как множество взятых вершин независимо. А 5
оно может быть равно только в случае совпадения векторов, что и даёт единственное ненулевое
слагаемое.

Очевидно, что множество рассмотренных многочленов порождается базисом из одночленов вида
попарных произведений yiyj, квадратов y2

i и одночленов yi, которых как раз C2
n + 2C1

n, что даёт нам
необходимое ограничение на размер независимого множества.

Задача 29. Пусть в условиях предыдущей задачи многочлены Pi заменены многочленами P ′i по
следующему правилу: каждый одночлен вида y2

i преобразован к виду yi, после чего приведены по-
добные слагаемые. Докажите, что многочлены P ′1, . . . , P

′
t , отвечающие векторам из независимого

множества вершин W графа G(n, 5, 2), так же линейно независимы над Z3, как и исходные мно-
гочлены P1, . . . , Pt. Выведите из этого факта оценку α(G(n, 5, 2)) 6 C2

n и сравните её с оценкой из
задачи 15.

Решение. В решении предыдущей задачи для доказательства линейной независимости мы поль-
зовались только значениями многочленов в точках, где каждая переменная была равна либо 0, ли-
бо 1. Очевидно, что значения новых многочленов в этих точках будут совпадать со значениями
многочленов, используемых в предыдущей задаче, а следовательно, работает то же доказательство.

Осталось заметить, что после раскрытия скобок и соответствующей замены в каждом много-
члене останутся только попарные произведения переменных, а следовательно, базис, состоящий из
образующих одночленов этих многочленов, содержит не более, чем C2

n мономов, что и даёт нам
необходимую оценку.

Сравнивая с оценкой, полученной в задаче 15, получаем, что α(G(n, 5, 2)) ∼ 1
2
n2.
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Задача 30. Выведите из результата предыдущей задачи нижнюю оценку для χ(Rn), которая зна-
чительно уточняет оценку из задачи 12. Убедитесь в том, однако, что ввиду задачи 19 существенных
дальнейших продвижений за счет графа G(n, 5, 2) мы не получим.

Решение. По задаче 11 для сгомотетированного с коэффициентом 1/
√

6 графа G(n, 5, 2) полу-
чим, что χ(Rn) > |V |

α(G(n,5,2))
> C5

n/C
2
n = 1

60
n3 +O(n2). С другой стороны, из этого графа мы не сможем

получить оценку на хроматическое число лучше, чем C3
n, что по порядку величины совпадает с

найденной оценкой.

Задача 31. Пусть W = {x1, . . . ,xt} — любое независимое множество вершин графа G(n, 9, 4).
Пусть многочлены P1 ∈ Z5[y1, . . . , yn], P2 ∈ Z5[y1, . . . , yn], . . . , Pt ∈ Z5[y1, . . . , yn] задаются формулами

Pi(y) = Pi(y1, . . . , yn) = (xi,y)((xi,y)− 1)((xi,y)− 2)((xi,y)− 3), i = 1, . . . , t.

Докажите, что многочлены P1, . . . , Pt линейно независимы над Z5.

Решение. По аналогии с задачей 28, будем действовать от противного: рассмотрим нулевую
линейную комбинацию с каким-то коэффициентом, отличным от нуля. Подставив в неё вектор, со-
ответствующий ненулевому слагаемому линейной комбинации, мы получим слева одно ненулевое
слагаемое, соответствующее этому многочлену, а справа — тождественный ноль, чего быть не мо-
жет.

Задача 32. Какая верхняя оценка для α(G(n, 9, 4)) вытекает из предыдущей задачи?

Решение. Для получения оценки нужно посчитать количество одночленов, которыми порожда-
ются все вектора P1, P2, . . . , Pt. Но для этого достаточно взять одночлены вида

yiyjykyl, y
2
i yjyk, yiyjyk, y

3
i yj, y

2
i y

2
j , y

2
i yj, yiyj, y

4
i , y

3
i , y

2
i , yi, const.

Таким образом видно, что количество таких одночленов равно C4
n + 4C3

n + 6C2
n + 4C1

n + 1, а, значит,
этой величиной и оценивается α(G(n, 9, 4)).

Задача 33. Пусть в условиях задачи 31 многочлены Pi заменены многочленами P ′i по следующему
правилу: каждый одночлен в них, получающийся после раскрытия скобок и приведения подобных
слагаемых, конечно, имеет вид ya11 · . . . · yann ; если среди чисел ai есть большие либо равные двойке,
то заменяем все их единицами, после чего приводим подобные слагаемые. Например, одночлен y2

1y
2
2

превратится в y1y2, и то же самое будет с одночленами y2
1y2, y1y2, и т.д. Докажите, что многочлены

P ′1, . . . , P
′
t , отвечающие векторам из независимого множества вершин W графа G(n, 9, 4), так же

линейно независимы над Z5, как и исходные многочлены P1, . . . , Pt. Выведите из этого факта оценку
α(G(n, 9, 4)) 6 C4

n + C3
n + C2

n + C1
n + C0

n и сравните её с оценкой из задачи 15.

Решение. В задаче 31 для доказательства линейной независимости многочленов мы пользова-
лись только подстановкой в некоторое равенство значений yi, равных 0 или 1. В обоих случаях
при совершении описанной в условии задачи операции значение многочлена не изменится. Следо-
вательно, доказательство останется верным, и мы получим оценку числа таких многочленов через
количество образующих одночленов, которое как раз и равно C4

n + C3
n + C2

n + C1
n + C0

n. В задаче 15
мы получили асимптотически такую же оценку снизу.
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Задача 34. Выведите из результата предыдущей задачи нижнюю оценку для χ(Rn), которая зна-
чительно уточняет оценку из задачи 30. Убедитесь в том, однако, что ввиду задачи 19 существенных
дальнейших продвижений за счет графа G(n, 9, 4) мы не получим.

Решение. По аналогии с задачей 30 получаем оценку χ(Rn) > C9
n/C

4
n = 4!

9!
n5 + O(n4). С другой

стороны, по утверждению из задачи 19 мы не сможем получить за счет этого графа оценку лучше,
чем C5

n, что даёт ту же асимптотическую точность.

Задача 35. Пусть r и s таковы, что r− s = p, где p — простое число, причём r−2p < 0. Докажите,

что тогда α(G(n, r, s)) 6
p−1∑
k=0

Ck
n. Сравните эту оценку с оценкой из задачи 15.

Решение. Для любого независимого множества W = {x1, . . . ,xn} достаточно рассмотреть мно-
гочлены Pi ∈ Zp[y1, . . . , yn], заданные формулами

Pi(y) = (xi,y)((xi,y)− 1) . . . ((xi,y)− (p− 1)).

Проведя для них аналогичные приведённым выше рассуждения, получим необходимую оценку.
Оценка из задачи 15 даёт нам ту же асимптотику только с другой стороны, что позволяет сделать
оценку α(G(n, r, s)) ∼ 1

(p−1)!
np−1.

Задача 36∗. Исследуйте нижние оценки величины χ(Rn), которые вытекают из результатов преды-
дущей задачи. Как эти оценки соотносятся с оценками из задачи 19?

Решение. С учетом обозначений предыдущей задачи имеем

χ(Rn) > χ(G(n, r, s)) >
|V (n, r)|

α(G(n, r, s))
>

Cr
n

p−1∑
k=0

Ck
n

= (1 + o(1))(
Cr
n

Cr−s−1
n

),

то есть существует некая константа c1, что χ(G(n, r, s)) > c1n
s+1, но с другой стороны из задачи 19

мы знаем, что χ(G(n, r, s)) 6 c2n
s+1 для некой константы c2. То есть для графов G(n, r, s), у которых

r− s = p, где p — простое число, причём r− 2p < 0, нам удаётся установить порядок хроматического
числа.

3 Задачи после промежуточного финиша
До промежуточного финиша мы убедились в том, насколько важны числа независимости графов

для получения нижних оценок хроматического числа пространства. При этом мы рассматривали
разные последовательности дистанционных графов — последовательности {G(n, r, s)}∞n=1 с заданны-
ми наперед r и s. Интересно понять: а как изменятся числа независимости, если, вместо графов
G(n, r, s), брать их “остовные” подграфы, т.е. вершины сохранять, а ребра частично удалять. Ка-
жется очевидным, что числа независимости должны сильно вырасти, коль скоро мы удалим много
ребер. Однако, удивительным образом, иногда это так, а иногда и совершенно иначе! Для того,
чтобы получить соответствующие результаты, займемся немного случайными графами и теорией
вероятностей.
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3.1 Случайный граф Эрдеша–Реньи и некоторые его вероятностные ха-
рактеристики

Пусть Vn = {1, . . . , n} — множество вершин. Теоретически на нем можно построить C2
n ребер, если

запретить кратные ребра, петли и ориентацию. Давайте каждое из этих C2
n потенциальных рёбер

проводить с вероятностью p ∈ [0, 1], общей для всех ребер. При этом появляться или не появляться
ребра будут независимо друг от друга. Пусть G = (Vn, E) — какой-то граф, который может случайно
возникнуть в результате описанной только что вероятностной процедуры. Обозначим вероятность
его возникновения P(G). Понятно, что она равна p|E|(1−p)C2

n−|E|. Если A — какое-то свойство графа,
то его вероятность — P(A) — это сумма по всем графам G, обладающим свойством A, вероятностей
этих графов.

Обозначим Ωn множество всех графов на вершинах Vn. Любая функция X, определенная на Ωn

и принимающая действительные значения, называется случайной величиной. Например, число тре-
угольников в графе или число его связных компонент, или его число независимости — это случайные
величины. При этом надо четко понимать, что величины случайны лишь потому, что априори мы
не знаем, какой граф появится на свет. Когда граф уже возник, значение X определено однозначно!

У случайных величин есть “средние значения” — так называемые математические ожидания.
Математическое ожидание величины X — это число MX, определяемое по формуле

MX =
∑
G∈Ωn

X(G)P(G).

Мы просто складываем значения функции X на графах, помноженные на вероятности этих графов.
Естественно, это некое взвешенное среднее (веса — вероятности) — своего рода центр масс. Давайте
научимся считать математические ожидания и применять полученные результаты для изучения
свойств случайных графов.

Задача 37. Докажите, что если случайная величина — это константа c, то Mc = c.

Решение. Что такое среднее значение константы? Это, очевидно, и есть сама эта константа.

Задача 38. Пусть X1, X2 — случайные величины, а c1, c2 — фиксированные числа. Разумеется,
c1X1 + c2X2 — это тоже случайная величина. Докажите, что её математическое ожидание равно
c1MX1 + c2MX2. Это свойство называется линейностью математического ожидания.

Решение.

M(c1X1 + c2X2) =
∑
G

(c1X1(G) + c2X2(G))P(G) = c1

∑
G

X1(G)P(G) + c2

∑
G

X2(G)P(G) =

= c1MX1 + c2MX2.

Задача 39. С помощью линейности математического ожидания найдите математические ожидания
а) числа треугольников в случайном графе;

Решение. Понятно, что всего наборов из трех вершин C3
n, и каждый из них будет треугольником

с вероятностью p3. И из линейности следует, что MX = C3
np

3, где X — искомая случайная величина.
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б) числа связных компонент случайного графа, каждая из которых является циклом на k вер-
шинах (k — фиксированное заданное наперёд число);

Решение. Понятно, что всего наборов из k вершин в графе Ck
n, и каждый из них может обра-

зовать (k−1)!
2

циклов (в зависимости от порядка вершин внутри цикла). Ну а вероятность, с которой
упорядоченный набор из k вершин станет циклом, равна pk(1−p)(C2

k−k)+k(n−k), поскольку рёбер внут-
ри этого набора должно быть ровно k и рёбер из этих вершин в остальные идти не должно. И из
линейности следует, что MX = Ck

n
(k−1)!

2
pk(1− p)(C2

k−k)+k(n−k), где X — искомая случайная величина.

в) числа независимых множеств вершин в случайном графе, каждое из которых имеет мощность
k (k — фиксированное заданное наперед число).

Решение. Всего наборов из k вершин Ck
n и каждый из них станет независимым с вероятностью

(1− p)C2
k . Поэтому MX = Ck

n(1− p)C2
k , где X — искомая случайная величина.

Задача 40. Докажите неравенство Маркова: если X — случайная величина, принимающая неот-
рицательные значения, и дано положительное число a, то P(X > a) 6 MX

a
.

Решение.

MX =
∑
z

zP(X = z) =
∑
z>a

zP(X = z) +
∑
z<a

zP(X = z) >
∑
z>a

aP(X = z) = aP(x > a).

Это эквивалентно неравенству Маркова.

Задача 41. Докажите с помощью неравенства Маркова, что если p = 1
2
, то P(α(G) 6 2 log2 n)→ 1

при n→∞ (говорят “почти наверное α(G) 6 2 log2 n”).

Решение. Введем случайную величину Xk, равную количеству независимых множеств вершин
размера k. Тогда из 39 и 40 задач видно, что

P(Xk > 1) 6 MXk = Ck
n

(
1

2

) k(k−1)
2

6
nk

k!

(
1

2

) k(k−1)
2

6
nkek

kk

(
1

2

) k(k−1)
2

=

(
ne2

k−1
2

k

)k

.

Несложно видеть, что при k = 2 log2 n эта величина стремится к 0. Значит с вероятностью,
стремящейся к 1, независимого множества вершин размера k в графе не существует.

Заметим, что на самом деле при p = 1
2
почти наверное α(G) > (2 − ε) log2 n при сколь угодно

малом наперед заданном ε > 0. Точнее, — и это нам понадобится позже, — справедлива

Теорема 1. Для любого ε > 0 при больших n выполнено неравенство

P(α(G) > (2− ε) log2 n) > 1− 2−n.

Таким образом, при p = 1
2
почти наверное число независимости — это примерно 2 log2 n. Ины-

ми словами, что происходит? Мы берем полный граф на n вершинах и часть его рёбер удаляем
с вероятностью 1

2
. У типичного графа, который остается в результате этой процедуры, примерно
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C2
n

2
ребер — вдвое меньше, чем у полного графа. И у типичного же графа число независимости в

логарифм раз больше числа независимости исходного полного графа (у него-то оно равно 1). Что
ж, рёбер вдвое меньше, и число независимости выросло: вполне естественно! Оказывается, что для
некоторых G(n, r, s) при случайном удалении ребер имеет место точно такой же “ожидаемый” ре-
зультат (число независимости возрастает в примерно логарифм от числа вершин раз). Но чудо в
том, что так получается не всегда! Для многих G(n, r, s) число независимости вовсе не изменяется!
Ниже мы вместе изучим примеры обеих ситуаций.

3.2 Случайные подграфы графа G(n, 3, 0)

Пусть G1/2(n, 3, 0) — случайный подграф графа G(n, 3, 0), полученный взаимно независимым уда-
лением рёбер из графа G(n, 3, 0), каждого — с вероятностью 1/2.

Задача 42. Если у Вас получилась задача 16, то вспомните просто, что α(G(n, 3, 0)) = C2
n−1. Иначе

попробуйте решить этот частный случай той задачи.

Решение. Смотрите решение задачи 16.

В серии следующих ниже задач мы докажем, что почти наверное α(G1/2(n, 3, 0)) 6 C2
n−1

(
1 + 1

lnn

)
.

Это и есть то самое удивительное явление: никакого роста в логарифм раз нет; если и есть рост, то
лишь в такое количество раз, которое само стремится к 1 при n → ∞! Можно доказать и гораздо
более сильные факты, но это уже совсем трудно, а нам бы суть почувствовать!

В дальнейшем мы будем для краткости опускать целые части у величин, которые должны быть
целыми. Например, запись Ck

log2 n
означает, смотря по контексту, что на самом деле речь идет о верх-

ней или нижней целой части числа log2 n. Ни одна из выкладок от такого огрубления не пострадает.

Задача 43. Положим k = C2
n−1

(
1 + 1

lnn

)
. Считаем, что k целое (ср. замечание перед задачей).

Пусть A ⊂ V (n, 3) — произвольное множество вершин графа G(n, 3, 0), имеющее мощность k. Обо-
значим через r(A) количество рёбер графа G(n, 3, 0), оба конца которых попадают в A. Поскольку
|A| = k > α(G(n, 3, 0)), ясно, что r(A) > 0. Пусть Xk — случайная величина, равная числу независи-
мых множеств размера k в графе G1/2(n, 3, 0). Докажите, что

MXk =
∑

A⊂V (n,3): |A|=k

(
1

2

)r(A)

. (2)

Решение. Пусть t = Ck
|V |. Давайте каждому подграфу на k вершинах поставим в соответствие

случайную величину, равную 1, если соответствующий подграф на k вершинах стал независимым,
и 0 в противном случае. Обозначим эти случайные величины Y1, Y2, . . . , Yt. Тогда Xk = Y1 + Y2 +

· · ·+Yt. Но математическое ожидание величины Yi, очевидно, равно 1
2

|Yi|, где |Yi| — количество рёбер
в соответствующем i-ой случайной величине подграфе. И теперь из линейности математического
ожидания сразу следует, что

MXk =
∑

A⊂V (n,3): |A|=k

(
1

2

)r(A)

.
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Задача 44. Докажите, что наша цель будет достигнута, едва мы докажем, что MXk → 0 при
n→∞.

Решение. Нам хочется доказать, что с большой вероятностью нет независимых множеств раз-
мера k, то есть P (Xk = 0)→ 1 при n→∞. Но понятно, что P (Xk = 0) + P (Xk > 1) = 1. Тогда нам
нужно доказать, что P (Xk > 1) → 0. Но из неравенства Маркова P (Xk > 1) 6 MXk. И осталось
показать, что MXk → 0 при n→∞.

Ясно, что надо научиться оценивать снизу величины r(A). Для каждого A обозначим B = B(A)
любое (раз и навсегда избранное) подмножество множества A, которое является независимым в
G(n, 3, 0) и имеет максимальную мощность среди всех подобных подмножеств множества A.

Задача 45. Пусть A ⊂ V (n, 3), |A| = k. Пусть B = B(A). Заметим, что k ≈ n2

2
. Предположим,

что |B| значительно меньше k: например, пусть |B| < n1.9 (здесь странное число 1.9 взято почти с
потолка, лишь бы строго меньше, чем 2). Докажите, что тогда при больших n заведомо выполнено
неравенство r(A) > k2

3|B| (при правильном подходе тройку в знаменатели можно “почти” заменить на
двойку, но да Бог с ним).

Решение.
Для данной задачи докажем вспомогательную Лемму.

Лемма. В любом подграфе G̃ графа G, содержащем mn вершин, и у которого α(G) 6 n, содер-
жится не менее m2n

2
− mn

2
рёбер (m ∈ N).

Доказательство.
Давайте докажем это индукцией по m.
База. m = 1.
m2n

2
− mn

2
= 0 и утверждение очевидно.

Переход. m→ m+ 1.
Рассмотрим максимальное независимое множество в подграфе G̃. Если их несколько, то возьмём

любое из них. Очевидно, что число независимости подграфа не превосходит числа независимости
исходного графа. Поэтому α(G̃) ≤ n. Пусть максимальное независимое множество имеет размер k,
k ≤ n. Значит, из оставшихся (m + 1)n− k вершин в это множество идёт хотя бы по 1 ребру, иначе
мы могли бы увеличить независимое множество, а по предположению оно максимально. Тогда у нас
есть минимум (m+ 1)n− k ребер. Ни одно их этих рёбер не лежит внутри подграфа на оставшихся
(m+ 1)n− k вершинах. И (m+ 1)n− k ≥ mn, а значит, внутри подграфа на оставшихся (m+ 1)n− k
вершинах по предположению индукции содержится не менее m2n

2
− mn

2
ребер. Тогда, всего рёбер не

меньше, чем m2n
2
− mn

2
+ (m + 1)n − k ≥ m2n

2
− mn

2
+ mn = m2n+2mn+n

2
− n

2
− mn

2
= (m+1)2n

2
− (m+1)n

2
.

Переход доказан.
Тогда из леммы следует, что

r(A) >

[
|A|
|B|

]2

|B|

2
−

[
|A|
|B|

]
|B|

2
=

[
|A|
|B|

]
|B|

2

([
|A|
|B|

]
− 1

)
>
k − |B|

2
(
k

|B|
− 2) = (1 + o(1))

k2

2|B|
.

Задача 46. Пусть A ⊂ V (n, 3), |A| = k. Пусть B = B(A). Пусть |B| > 9n, а еще лучше (в дополне-
ние к предыдущей задаче), |B| > n1.9. Докажите, что r(A) > (|B| − 9n)(|A| − |B|).
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Решение. Оценим число рёбер графа G(n, 3, 0) в A. Поскольку B — максимальное независимое
множество вершин графа G(n, 3, 0), содержащееся в A, для любой вершины x ∈ A \ B есть такая
вершина y ∈ B, что {x,y} ∈ E(n, 3, 0). Покажем, что вершина y далеко не единственная с этим
свойством. Действительно, вершины x и y соединены ребром, а значит, как 3-элементные множества
они не пересекаются. Оценим, сколько может быть вершин z ∈ B, которые не соединены с x.
С одной стороны, они должны пересекаться с x хотя бы по одному элементу. С другой стороны,
так как B — независимое множество, они должны и с y иметь непустое пересечение. Но x и y не
пересекаются. Стало быть, таких вершин z точно не больше, чем 9n. В текущей ситуации |B| > n1.9.
Следовательно, количество вершин из B, с которыми соединена данная вершина x ∈ A \ B, не
меньше, чем |B| − 9n Таким образом,

|{{x,y} ∈ E(n, 3, 0) : x,y ∈ A}| > (|A| − |B|)(|B| − 9n) >
C2
n−1

lnn
n1.9 = (1 + o(1))

n3.9

2 lnn
,

(последние переходы возможны при условии, что |B| > n1.9. А вот для неравенства r(A) > (|B| −
9n)(|A| − |B|) нам достаточно |B| > 9n).

Задача 47. Разбейте сумму (2) на две части: в первой части будут лишь те A, для которых |B| <
n1.9; во второй — все остальные. К слагаемым в обеих частях примените оценки из соответствующих
задач и убедитесь, что вся сумма (2) таки стремится к нулю, и все получилось! На что в выкладках
можно было заменить порог n1.9?

Решение. Достаточно проверить, что c вероятностью, стремящейся к нулю, в случайном графе
G(G(n, 3, 0), 1/2) есть независимое множество вершин размера k. Эта вероятность заведомо не больше
величины ∑

A⊂V (n,r),|A|=k

P(A независимо в G(G(n, 3, 0), 1/2)) =
∑

A⊂V (n,r),|A|=k

2−|{{x,y}∈E(n,3,0): x,y∈A}|.

Покажем, что и последняя сумма стремится к нулю.
Возможны два варианта: либо для данного A выполнено |B| 6 n1.9 = o

(
C2
n−1

)
(множество A —

первого типа), либо для данного A выполнено |B| > n1.9 (множество A — второго типа).
В интересующей нас сумме выделим слагаемые, для которых A первого типа. Их сумма не пре-

восходит величины

Ck
C3

n
2−(1+o(1)) k2

2n1.9 < 3kn3k2−(1+o(1)) k2

2n1.9 = 3k2(1+o(1))3n2

2
log2 n2

−(1+o(1)) n4

2(2)2n1.9 → 0.

Здесь мы пользуемся тем, что
n2 log2 n = o

(
n2.1
)
.

Пусть теперь A второго типа. По задаче 45

|{{x,y} ∈ E(n, 3, 0) : x,y ∈ A}| > n3.9

2 lnn
,

т.е. сумма тех слагаемых, которые в интересующей нас сумме отвечают множествам A второго типа,
не превосходит величины

Ck
C3

n
2−(1+o(1)) n3.9

2 lnn < 3kn3k2−(1+o(1)) n3.9

2 lnn = 3k2(1+o(1))3n2

2
log2 n2−(1+o(1)) n3.9

2 lnn → 0.

И задача доказана.
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3.3 Случайные подграфы графа G(n, 3, 1)

Пусть G1/2(n, 3, 1) — случайный подграф графа G(n, 3, 1), полученный взаимно независимым уда-
лением рёбер из графа G(n, 3, 1), каждого — с вероятностью 1/2. Казалось бы, все то же, что и с
графами G(n, 3, 0). Ан нет!

Вспомним, что α(G(n, 3, 1)) ≈ n (см. задачу 12).

Задача 48∗. Напишите аналог равенства (2) и докажите аналог оценки из задачи 45. Убедитесь в
итоге, что существует c > 0, с которым почти наверное α(G1/2(n, 3, 1)) 6 cn log2 n.

Решение. Мы подробно вывели оценку в задаче 45, поэтому не будем делать этого повторно, а
лишь скажем, что ввиду α(G(n, 3, 1)) 6 n мы знаем, что количество рёбер во множестве A размера k
не меньше, чем (1 + o(1)) k

2

2n
. Пытливый читатель может убедиться в этом самостоятельно, повторив

рассуждения из задачи 45.
Пусть Xk = Xk(G(G(n, 3, 1), 1/2)) — это функция от случайного графа, равная количеству k-

вершинных независимых множеств в нём (т.е. множеств, элементы которых попарно не соединены
рёбрами). Оценим её математическое ожидание и применим неравенство Маркова:

MXk =
∑

A⊂V (n,3), |A|=k

P(A является независимым множеством в G(G(n, 3, 1), 1/2)) =

=
∑

A⊂V (n,3), |A|=k

2−|{{x,y}∈E(n,3,1):x,y∈A}|,

т.е. в показателе экспоненты стоит число рёбер подграфа графа G(n, 3, 1), порождённого конкретным
множеством вершин A. Как мы уже упомянули,

|{{x,y} ∈ E(n, 3, 1) : x,y ∈ A}| > (1 + o(1))
k2

2α(G(n, 3, 1))
= (1 + o(1))

k2

2n
.

Имея на руках такую оценку, получаем, что

MXk <
∑

A⊂V (n,3), |A|=k

2−(1+o(1)) k2

2n = Ck
C3

n
2−(1+o(1)) k2

2n .

Хорошо известно, что Cb
a 6

(
ea
b

)b, где e — основание натурального логарифма. Следовательно,

MXk <

(
n3

k

)k
2−(1+o(1)) k2

2n = 23k log2 n−k log2 k−(1+o(1)) k2

2n .

Видно, что существует функция k = k(n), которая асимптотически ведет себя как 4n log2 n и с кото-
рой EXk → 0 при n→∞. Отсюда с учетом неравенства Маркова вытекает утверждение теоремы:

P(α(G(G(n, 3, 1), 1/2)) 6 4(1 + o(1))n log2 n) = P(Xk = 0) > 1− EXk → 1, n→∞.

Это нам и требовалось доказать.
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Задача 49. Докажите, что в графе G(n, 3, 1) есть примерно n
2
полных подграфов, в каждом из

которых примерно n
4
вершин и каждые два из которых не соединены рёбрами.

Решение. Для удобства сразу будем считать, что n делится на 4. Положим m = n
2
. Разобьем Rn

на части R1 = Rm и R2 = Rn \ R1. Сперва опишем построение одной клики Q1. Для этого возьмем
в R1 непересекающиеся пары {1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, . . . , {m− 1,m} (благо m четное). К каждой из этих
пар добавим элемент m+ 1 ∈ R2. Это и есть искомая клика. Число вершин в ней m

2
= n

4
. Аналогично

построим еще n−m−1 клику Q2, . . . , Qn−m, добавляя к каждой из наших пар в R1 элементm+2 ∈ R2,
элемент m + 3 ∈ R2 и так далее. Очевидно, что для любых i, j, i 6= j, и для любых x из Qi, y из
Qj ребра между x,y нет: эти тройки могут либо вовсе не пересекаться, либо пересекаться сразу по
какой-то паре из R1.

Нам удалось построить n
2
клик размера n

4
каждая.

Задача 50. C помощью предыдущей задачи и теоремы 1 докажите, что для любого ε > 0 почти
наверное α(G1/2(n, 3, 1)) > (1− ε)n log2 n.

Решение. Как мы знаем, случайный граф G(G(n, 3, 1), 1/2) получается из графа G(n, 3, 1) в ре-
зультате взаимно независимого выбора рёбер из E(n, 3, 1) с одной и той же вероятностью 1

2
. Поэтому

на кликахQ1, . . . , Qn−m возникают независимые копии случайного графа Эрдеша–РеньиG(m/2, 1/2).
Отметим, что эти копии независимы и с точки зрения теории вероятностей (как случайные элемен-
ты), и с точки зрения теории графов (между ними нет ребер).

При p = 1
2
теорема 1 говорит, что с асимптотической вероятностью 1 выполнено α(G(m/2, 1/2))

∼ 2 log2m при m → ∞, но m лишь в константу раз меньше n, откуда α(G(m/2, 1/2)) ∼ 2 log2 n
при n → ∞. Более того, скорость стремления вероятности к единице очень высока. Заведомо при
правильно подобранной бесконечно малой и больших n верна оценка

P(α(G(m/2, 1/2)) > 2(1 + o(1)) log2 n) > 1− 2−n.

А это значит, что

P(∀ i = 1, . . . , n−m α(G(Qi, 1/2)) > 2(1 + o(1)) log2 n) >
(
1− 2−n

)n−m → 1, n→∞.

Следовательно, с асимптотической вероятностью 1 в случайном графе G(G(n, 3, 1), 1/2) есть n −m
независимых множеств размера 2(1 + o(1)) log2 n, между которыми точно нет ребер. Вместе они
составляют, тем самым, одно независимое множество размера 2(n−m)(1 + o(1)) log2 n ∼ n log2 n, что
и требовалось доказать.

Таким образом, для G1/2(n, 3, 1), как и для случайного графа Эрдеша–Реньи, имеем снова уве-
личение числа независимости в примерно логарифм от числа вершин раз. Такие вот удивительные
эффекты!

Задача 51∗. Попробуйте улучшить в константу раз результат задачи 50.

Решение. Для улучшения оценки достаточно полностью повторить рассуждения задач 49 и 50,
лишь подставив вместо m = n

2
значение m = 2

[
n

2 log2 n

]
, где [x] — это обычная целая часть числа x.

Тогда мы получим оценку ровно в два раза лучше, чем в задаче 50.

20



3.4 Случайные подграфы графа G(n, 2, 1)

Задача 52. Найдите α(G(n, 2, 1)).

Решение. Очевидно, что это просто покрытие множества непересекающимися парами. А тогда
α(G(n, 2, 1)) = n

2
, если n четно, и α(G(n, 2, 1)) = n−1

2
, если n нечетно.

Задача 53. Пусть r(A) имеет тот же смысл, что и аналогичная величина в формуле (2). Докажите,
что всегда r(A) > 2|A|2

n
− |A|.

Решение. Множество A — это подмножество множества Rn. Для каждого элемента i ∈ Rn

определим ki как число вершин графа G(n, 2, 1) — “двоек”, — принадлежащих A и содержащих i.
Понятно, что при фиксированном i любые две отвечающих ему двойки образуют ребро в G(n, 2, 1).
Поэтому

|{{x,y} ∈ E(n, 2, 1) : x,y ∈ A}| >
n∑
i=1

C2
ki
.

В то же время k1 + . . . + kn = 2|A|. Нетрудно показать, что минимум выражения
n∑
i=1

C2
ki

в этих

ограничениях достигается при ki = 2|A|
n
, i = 1, . . . , n, откуда и следует оценка

|{{x,y} ∈ E(n, 2, 1) : x,y ∈ A}| >
n∑
i=1

C2
ki
>

2|A|2

n
− |A|.

Задача 54. Выведите из предыдущей задачи неравенство α(G1/2(n, 2, 1)) 6
(

1
2

+ ε
)
n log2 n, спра-

ведливое при каждом ε > 0 почти наверное.

Решение. С учетом оценки из задачи 53 имеем∑
A⊂V (n,2),|A|=k

2−|{{x,y}∈E(n,2,1): x,y∈A}| < Ck
C2

n
2−(1+o(1)) 2k2

n <

(
eC2

n

k

)k
2−(1+o(1)) 2k2

n < 2kn2kk−k2−(1+o(1)) 2k2

n =

= 22k log2 n−(1+o(1))k log2 k−(1+o(1)) 2k2

n .

Следовательно, при подходящем k ∼ 1
2
n log2 n получаем

2 log2 n− (1 + o(1)) log2 k − (1 + o(1))
2k

n
< 0,

откуда

2k log2 n− (1 + o(1))k log2 k − (1 + o(1))
2k2

n
= k

(
2 log2 n− (1 + o(1)) log2 k − (1 + o(1))

2k

n

)
→ −∞,

То есть мы получили, что P(Xk > 1) 6 MXk → 0, и оценка доказана.

Задача 55∗. Докажите нижнюю оценку для α(G1/2(n, 2, 1)), имеющую порядок роста cn log2 n с
некоторым c > 0.

Решение. Доказательство данного факта мы не приводим, поскольку это займет достаточно
много места. Однако любой желающий может найти его в статье [5].
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Задача 56∗∗. Найдите константу c в утверждении: для любого ε > 0 почти наверное

(c− ε)n log2 n 6 α(G1/2(n, 2, 1)) 6 (c+ ε)n log2 n.

Решение. К сожалению, к началу конференции данная задача решена не была. И школьники
это не изменили.
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