
ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÏ×:ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉá.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÷. âÕÌÁÎËÉÎÁ É á. çÕÓÅ×1 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑïÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ É ÑÒËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ××ÅÓÔÉ ÅÇÏ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R
n, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ n-ÍÅÒÎÙÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ \ÔÏÞÅË" x, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: x = (x1; : : : ; xn). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÖÄÕÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ x = (x1; : : : ; xn) É y = (y1; : : : ; yn) ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÒÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

|x− y| = √(x1 − y1)2 + : : :+ (xn − yn)2:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÉ n = 2 | ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÉ n = 3 |ÏÂÙÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.ôÁË ×ÏÔ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ R
n | ÜÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ �(Rn) É ÒÁ×ÎÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Ã×ÅÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ 1.îÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÒÏÊÔÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÕÔØ ÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÆÁËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÍÎÏ-ÇÉÍ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ×ÓÅÍ, ÄÏ ×ÅÓØÍÁ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÂÕË×ÁÌØÎÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÍÅÓÑÃÙÐÅÒÅÄ ìëôç. é ÍÅÔÏÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÕÚÎÁÔØ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ | ÏÔÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×!2 úÁÄÁÞÉ ÄÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÆÉÎÉÛÁ2.1 ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁúÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(R1) = 2.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(R2) > 4.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(R2) 6 7.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(R3) 6 27.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(R3) > 5.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(Rn) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n.úÁÄÁÞÁ 7∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(Rn) 6 (d√ne+ 1)n.1



úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × R
n ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ n+ 1 ÔÏÞÅË, ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÙ 1, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �(Rn) > n + 1.úÁÄÁÞÁ 9∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(Rn) > n + 2.2.2 äÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÉÈ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÉ Ó×ÑÚØ Ó ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁîÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× x = (x1; : : : ; xn);y = (y1; : : : ; yn) × R

n | ÜÔÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (x;y) = x1y1 + : : :+ xnyn:îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ
|x− y|2 = (x;x) + (y;y)− 2(x;y): (1)ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ r; s. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G(n; r; s) ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ | ÜÔÏV (n; r) = {x = (x1; : : : ; xn) : xi ∈ {0; 1}; x1 + : : :+ xn = r};Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ | ÜÔÏ E(n; r; s) = {{x;y} : (x;y) = s}:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅÒÛÉÎÙ | ÜÔÏ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÒÏ×ÎÏ r ÅÄÉÎÉÃ É n− r ÎÕÌÅÊ, Á ÒÅÂÒÁÍÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÐÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ s. úÁ ÓÞÅÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÐÁÒÙ×ÅÒÛÉÎ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ √2r − 2s. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÙ G(n; r; s) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÍÉ. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÇÒÁÆÁ G(n; r; s). åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ r-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rn = {1; 2; : : : ; n}, Á ÒÅÂÒÁÍÉ| ÐÁÒÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÍÏÝÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ s. ïÓÏÚÎÁÊÔÅ ÜÔÏ!îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. þÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �(G) ÇÒÁÆÁ G | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ×ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ �(G) ÇÒÁÆÁG | ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ã×ÅÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏËÒÁÓÉÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ,ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÅÂÅÒ.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n; r; s ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(Rn) > �(G(n; r; s)).úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G = (V;E) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(G) >

|V |�(G) .úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ �(G(n; 3; 1)). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅÏÃÅÎËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.úÁÄÁÞÁ 13∗. îÁÊÄÉÔÅ �(G(n; 3; 1)) ÐÒÉ n = 2k. õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 11 É 12, ÁÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ É ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É Pn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ {a; b} ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÁÒ B1; : : : ; Bn−1, ÞÔÏPn = B1 t : : : tBn−1;2



ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : : ; n − 1 ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÐÁÒÙ ÉÚ Bi ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ×ÅÒÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Pn = B1 t : : : tBn;É ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : : ; n ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÐÁÒÙ ÉÚ Bi ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.úÁÄÁÞÁ 14∗∗. îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ (× ÉÄÅÁÌÅ | ÆÏÒÍÕÌÕ) ÄÌÑ �(G(n; 3; 1)) ÐÒÉÌÀÂÙÈ n.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(G(n; r; s)) > Cr−s−1n−s−1.úÁÄÁÞÁ 16∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(G(n; r; 0)) = Cr−1n−1, ÅÓÌÉ 2r 6 n.úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(G(n; r; 0)) 6 n− 2r + 2, ÅÓÌÉ 2r 6 n.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(G(n; r; s)) 6 CsrCr−sn−r + 1.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(G(n; r; s)) 6 Cs+1n .úÁÄÁÞÁ 20∗. ðÕÓÔØ k = [r−1s ]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(G(n; r; s)) 6 k · Cs+1
dnke.úÁÄÁÞÁ 21∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n−r+1 6 �(G(n; r; r−1)) 6 n ÐÒÉ n = 2k. õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØÌÅÍÍÏÊ 1 É ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ r É k.úÁÄÁÞÁ 22∗∗. îÁÊÄÉÔÅ �(G(n; r; r − 1)) ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÕÔÏÞÎÉÔÅ ÏÃÅÎËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 21.õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÷ÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÉÖÎÉÅÏÃÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �(Rn), ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ 9, 12. ÷×ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 11 ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÄÅÌÁÔØ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× G(n; r; s). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÍ ÂÁÚÏ×ÙÅÐÏÎÑÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.2.3 ïÓÎÏ×Ù ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑóËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ x1; : : : ;xt × R

n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï c1x1 + : : : + ctxt = 0×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ c1 = : : : = ct = 0.úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × R
n ÒÁ×ÎÏ n.úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1; : : : ;xn | ÌÀÂÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× × R

n, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ x ∈ R
n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ x = c1x1+ : : :+ cnxn, ÇÄÅ c1; : : : ; cn| ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. (óÉÓÔÅÍÁ x1; : : : ;xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ c1x1+: : :+cnxn | ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× x1; : : : ;xn Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ c1; : : : ; cn. ÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ x ∈ R

n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÁÚÉÓÁ.)ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á Zp | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z
np , ÐÏ-ÄÏÂÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ R

n, | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÞÉÓÅÌ ÉÚ Zp. ïÐÅÒÁÃÉÉÓÌÏÖÅÎÉÑ \×ÅËÔÏÒÏ×" x;y ∈ Z
np É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zp ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, |ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ, | ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.3



ðÏÎÑÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ É ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ Z
np ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ,ËÁË ÄÌÑ R

n. ôÏÌØËÏ × ÎÉÈ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ci | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zp | ÎÅ R, | Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × Z
np ÒÁ×ÎÏ n É ÞÔÏÌÀÂÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ.úÁÄÁÞÁ 26. ðÕÓÔØ W = {x1; : : : ;xt} | ÌÀÂÏÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 1).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ x1; : : : ;xt ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × Z

n2 , ÏÔËÕÄÁ �(G(n; 3; 1)) 6 n É ÜÔÏ ÌÉÛØÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÓÌÁÂÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 12!ðÕÓÔØ F ∈ {R;Zp}. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn | \ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ". ïÄÎÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÜÔÉÈ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ xa11 · : : : · xann , ÇÄÅ a1; : : : ; an | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.íÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔF [x1; : : : ; xn], ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÎÅÍ | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F . óËÌÁÄÙ×ÁÀÔ É ÕÍÎÏÖÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ. ôÁËÖÅ, ÅÓÌÉ P ∈ F [x1; : : : ; xn], ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔF . ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁ-×ÉÌÁÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F . óÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ. óÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×. íÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ P ∈ F [x1; : : : ; xn] ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × F . íÎÏÇÏÞÌÅÎÙP1 ∈ F [x1; : : : ; xn]; : : : ; Pt ∈ F [x1; : : : ; xn] ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ F , ÅÓÌÉ c1P1 + : : : + ctPt = 0 ÌÉÛØ× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ c1 ∈ F; : : : ; ct ∈ F ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × F . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ F , ÔÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× × ÂÁÚÉÓÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 28. ðÕÓÔØ W = {x1; : : : ;xt} | ÌÀÂÏÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G(n; 5; 2).ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P1 ∈ Z3[y1; : : : ; yn], P2 ∈ Z3[y1; : : : ; yn], : : : , Pt ∈ Z3[y1; : : : ; yn] ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉPi(y) = Pi(y1; : : : ; yn) = (xi;y)((xi;y)− 1); i = 1; : : : ; t:îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ x1 = (1; 1; 1; 1; 1; 0; : : : ; 0), x2 = (0; : : : ; 0; 1; 1; 1; 1; 1), ÔÏP1(y1; : : : ; yn) = (y1+y2+y3+y4+y5)(y1+y2+y3+y4+y5−1) = y21+: : :+y25+2y1y2+: : :+2y4y5−y1−: : :−y5;P2(y1; : : : ; yn) = (yn−4 + yn−3 + yn−2 + yn−1 + yn)(yn−4 + yn−3 + yn−2 + yn−1 + yn − 1) == y2n−4 + : : :+ y2n + 2yn−4yn−3 + : : :+ 2yn−1yn − yn−4 − : : :− yn:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P1; : : : ; Pt ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Z3, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �(G(n; 5; 2)) 6C2n + 2C1n.úÁÄÁÞÁ 29. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pi ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ P ′i ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ y2i ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ Ë ×ÉÄÕ yi, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÐÏ-ÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P ′1; : : : ; P ′t , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ W ÇÒÁÆÁ G(n; 5; 2), ÔÁË ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Z3, ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ P1; : : : ; Pt. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÃÅÎËÕ �(G(n; 5; 2)) 6 C2n É ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ÅÅ Ó ÏÃÅÎËÏÊ ÉÚÚÁÄÁÞÉ 15. 4



úÁÄÁÞÁ 30. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ �(Rn), ËÏÔÏÒÁÑ ÚÎÁ-ÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÏÃÅÎËÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 19 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÊ ÚÁ ÓÞÅÔ ÇÒÁÆÁ G(n; 5; 2) ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ.úÁÄÁÞÁ 31. ðÕÓÔØ W = {x1; : : : ;xt} | ÌÀÂÏÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G(n; 9; 4).ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P1 ∈ Z5[y1; : : : ; yn], P2 ∈ Z5[y1; : : : ; yn], : : : , Pt ∈ Z5[y1; : : : ; yn] ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉPi(y) = Pi(y1; : : : ; yn) = (xi;y)((xi;y)− 1)((xi;y)− 2)((xi;y)− 3); i = 1; : : : ; t:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P1; : : : ; Pt ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Z5.úÁÄÁÞÁ 32. ëÁËÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ �(G(n; 9; 4)) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ?úÁÄÁÞÁ 33. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 31 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pi ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ P ′i ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕÐÒÁ×ÉÌÕ: ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ × ÎÉÈ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ya11 · : : : · yann ; ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ai ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÙÅ Ä×ÏÊËÅ,ÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ×ÓÅ ÉÈ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÞÌÅÎ y21y22ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × y1y2, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÂÕÄÅÔ Ó ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ y21y2; y1y2, É Ô.Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙP ′1; : : : ; P ′t , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ W ÇÒÁÆÁ G(n; 9; 4), ÔÁË ÖÅÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Z5, ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P1; : : : ; Pt. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÃÅÎËÕ�(G(n; 9; 4)) 6 C4n + C3n + C2n + C1n + C0n É ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ÅÅ Ó ÏÃÅÎËÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15.úÁÄÁÞÁ 34. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ �(Rn), ËÏÔÏÒÁÑ ÚÎÁ-ÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÏÃÅÎËÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 30. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 19 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÊ ÚÁ ÓÞÅÔ ÇÒÁÆÁ G(n; 9; 4) ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ.úÁÄÁÞÁ 35. ðÕÓÔØ r É s ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ r−s = p, ÇÄÅ p| ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÞÅÍ r−2p < 0. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ �(G(n; r; s)) 6

p−1
∑k=0Ckn. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ Ó ÏÃÅÎËÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15.úÁÄÁÞÁ 36∗. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �(Rn), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. ëÁË ÜÔÉ ÏÃÅÎËÉ ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÏÃÅÎËÁÍÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 19?3 úÁÄÁÞÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÆÉÎÉÛÁäÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÆÉÎÉÛÁ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × ÔÏÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙ ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ×ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÒÁÚÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {G(n; r; s)}∞n=1 Ó ÚÁÄÁÎ-ÎÙÍÉ ÎÁÐÅÒÅÄ r É s. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÎÑÔØ: Á ËÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ, ×ÍÅÓÔÏ ÇÒÁÆÏ×G(n; r; s), ÂÒÁÔØ ÉÈ \ÏÓÔÏ×ÎÙÅ" ÐÏÄÇÒÁÆÙ, Ô.Å. ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ, Á ÒÅÂÒÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÄÁÌÑÔØ. ëÁ-ÖÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÉÌØÎÏ ×ÙÒÁÓÔÉ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ÕÄÁÌÉÍ ÍÎÏÇÏÒÅÂÅÒ. ïÄÎÁËÏ, ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁË, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÁÞÅ! äÌÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ É ÔÅÏÒÉÅÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.
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3.1 óÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ üÒÄÅÛÁ{òÅÎØÉ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉðÕÓÔØ Vn = {1; : : : ; n} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ. ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÎÁ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ C2n ÒÅÂÅÒ,ÅÓÌÉ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÐÅÔÌÉ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. äÁ×ÁÊÔÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ C2n ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈÒÅÂÅÒ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ∈ [0; 1], ÏÂÝÅÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÉÌÉ ÎÅÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÒÅÂÒÁ ÂÕÄÕÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ðÕÓÔØ G = (Vn; E) | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ P(G). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ p|E|(1 − p)C2n−|E|. åÓÌÉ A |ËÁËÏÅ-ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ, ÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ | P(A) | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ×ÓÅÍ ÇÒÁÆÁÍ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ A, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ×.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 
n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Vn. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ X, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ 
nÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÇÒÁÆÅ ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÉÌÉ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ×ÅÌÉÞÉÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÞÅÔËÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙ ÌÉÛØ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÁÐÒÉÏÒÉ ÍÙÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÁ Ó×ÅÔ. ëÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÕÖÅ ×ÏÚÎÉË, ÚÎÁÞÅÎÉÅ X ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ!õ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÅÓÔØ \ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ" | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÑ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ MX, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ MX =
∑G∈
nX(G)P(G). íÙ ÐÒÏÓÔÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ X ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, ÐÏÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ×. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÜÔÏ ÎÅËÏÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ (×ÅÓÁ | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ) | Ó×ÏÅÇÏÒÏÄÁ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ. äÁ×ÁÊÔÅ ÎÁÕÞÉÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.úÁÄÁÞÁ 37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÔÏ Mc = c.úÁÄÁÞÁ 38. ðÕÓÔØ X1; X2 | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, Á c1; c2 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,c1X1 + c2X2 | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏc1MX1 + c2MX2. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 39. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÑ Á) ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÒÁÆÅ; Â) ÞÉÓÌÁ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ,ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÎÁ k ×ÅÒÛÉÎÁÈ (k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÐÅÒÅÄ ÞÉÓÌÏ);×) ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅÒÛÉÎ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ k(k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÐÅÒÅÄ ÞÉÓÌÏ).úÁÄÁÞÁ 40. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÁÒËÏ×Á: ÅÓÌÉ X | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÅÏ-ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÄÁÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÔÏ P(X > a) 6

MXa .úÁÄÁÞÁ 41. äÏËÁÖÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á íÁÒËÏ×Á, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p = 12 , ÔÏ P(�(G) 6 2 log2 n) → 1ÐÒÉ n → ∞ (ÇÏ×ÏÒÑÔ \ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ �(G) 6 2 log2 n").úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÉ p = 12 ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ �(G) > (2 − ") log2 n ÐÒÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÍÁÌÏÍ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍ " > 0. ôÏÞÎÅÅ, | É ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÚÖÅ, | ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
P(�(G) > (2− ") log2 n) > 1− 2−n:
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ p = 12 ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2 log2 n. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ? íÙ ÂÅÒÅÍ ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ É ÞÁÓÔØ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ ÕÄÁÌÑÅÍ Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 12 . õ ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ÐÒÉÍÅÒÎÏC2n2 ÒÅÂÅÒ | ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. é Õ ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ ÖÅ ÇÒÁÆÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (Õ ÎÅÇÏ-ÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 1). þÔÏÖ, ÒÅÂÅÒ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ, É ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÙÒÏÓÌÏ: ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ! ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ G(n; r; s) ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÒÅÂÅÒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ \ÏÖÉÄÁÅÍÙÊ"ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÚ). îÏ ÞÕÄÏ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ! äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ G(n; r; s) ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ!îÉÖÅ ÍÙ ×ÍÅÓÔÅ ÉÚÕÞÉÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÂÅÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ.3.2 óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 0)ðÕÓÔØ G1=2(n; 3; 0) | ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 0), ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÚÁÉÍÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÒÅÂÅÒ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 0), ËÁÖÄÏÇÏ | Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2.úÁÄÁÞÁ 42. åÓÌÉ Õ ÷ÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ 16, ÔÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔÅ ÐÒÏÓÔÏ, ÞÔÏ �(G(n; 3; 0)) = C2n−1. éÎÁÞÅÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÏÔ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.÷ ÓÅÒÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ �(G1=2(n; 3; 0)) 6 C2n−1 (1 + 1lnn).üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÏ ÓÁÍÏÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ: ÎÉËÁËÏÇÏ ÒÏÓÔÁ × ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚ ÎÅÔ; ÅÓÌÉ É ÅÓÔØ ÒÏÓÔ, ÔÏÌÉÛØ × ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÁÍÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 ÐÒÉ n → ∞! íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÇÏÒÁÚÄÏÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÒÕÄÎÏ, Á ÎÁÍ ÂÙ ÓÕÔØ ÐÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ!÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÐÕÓËÁÔØ ÃÅÌÙÅ ÞÁÓÔÉ Õ ×ÅÌÉÞÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØÃÅÌÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÉÓØ Cklog2 n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÓÍÏÔÒÑ ÐÏ ËÏÎÔÅËÓÔÕ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔÏ ×ÅÒÈÎÅÊ ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÊ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ log2 n. îÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÙËÌÁÄÏË ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÏÇÒÕÂÌÅÎÉÑ ÎÅÐÏÓÔÒÁÄÁÅÔ.úÁÄÁÞÁ 43. ðÏÌÏÖÉÍ k = C2n−1 (1 + 1lnn). óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k ÃÅÌÏÅ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÞÅÊ).ðÕÓÔØ A ⊂ V (n; 3) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 0), ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ k.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ r(A) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 0), ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÐÁÄÁÀÔ × A. ðÏÓËÏÌØËÕ
|A| = k > �(G(n; 3; 0)), ÑÓÎÏ, ÞÔÏ r(A) > 0. ðÕÓÔØ Xk | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÒÁ×ÎÁÑ ÞÉÓÌÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÁ k × ÇÒÁÆÅ G1=2(n; 3; 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

MXk = ∑A⊂V (n;3): |A|=k(12)r(A) : (2)úÁÄÁÞÁ 44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ, ÅÄ×Á ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ MXk → 0 ÐÒÉn → ∞.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÓÎÉÚÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ r(A). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ B = B(A)ÌÀÂÏÅ (ÒÁÚ É ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÉÚÂÒÁÎÎÏÅ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ×G(n; 3; 0) É ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.úÁÄÁÞÁ 45. ðÕÓÔØ A ⊂ V (n; 3), |A| = k. ðÕÓÔØ B = B(A). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ k ≈ n22 . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ |B| ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ k: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ |B| < n1:9 (ÚÄÅÓØ ÓÔÒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1.9 ×ÚÑÔÏ ÐÏÞÔÉ ÓÐÏÔÏÌËÁ, ÌÉÛØ ÂÙ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï r(A) >
k23|B|

(ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÔÒÏÊËÕ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ \ÐÏÞÔÉ" ÚÁÍÅÎÉÔØÎÁ Ä×ÏÊËÕ, ÎÏ ÄÁ âÏÇ Ó ÎÉÍ). 7



úÁÄÁÞÁ 46. ðÕÓÔØ A ⊂ V (n; 3), |A| = k. ðÕÓÔØ B = B(A). ðÕÓÔØ |B| > 9n, Á ÅÝÅ ÌÕÞÛÅ (×ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ), |B| > n1:9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(A) > (|B| − 9n)(|A| − |B|).úÁÄÁÞÁ 47. òÁÚÂÅÊÔÅ ÓÕÍÍÕ (2) ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÌÉÛØ ÔÅ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |B| <n1:9; ×Ï ×ÔÏÒÏÊ| ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. ë ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÏÃÅÎËÉ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÚÁÄÁÞ É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ (2) ÔÁËÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, É ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ! îÁ ÞÔÏ × ×ÙËÌÁÄËÁÈÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÒÏÇ n1:9?3.3 óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 1)ðÕÓÔØ G1=2(n; 3; 1) | ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 1), ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÚÁÉÍÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÒÅÂÅÒ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G(n; 3; 1), ËÁÖÄÏÇÏ | Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ×ÓÅ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÉÓ ÇÒÁÆÁÍÉ G(n; 3; 0). áÎ ÎÅÔ!÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �(G(n; 3; 1)) ≈ n (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12).úÁÄÁÞÁ 48∗. îÁÐÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÏÃÅÎËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 45. õÂÅÄÉÔÅÓØ× ÉÔÏÇÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c > 0, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ �(G1=2(n; 3; 1)) 6 cn log2 n.úÁÄÁÞÁ 49. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G(n; 3; 1) ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n2 ÐÏÌÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n4 ×ÅÒÛÉÎ É ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 50. C ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÐÏÞÔÉÎÁ×ÅÒÎÏÅ �(G1=2(n; 3; 1)) > (1− ")n log2 n.ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ G1=2(n; 3; 1), ËÁË É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ üÒÄÅÛÁ{òÅÎØÉ, ÉÍÅÅÍ ÓÎÏ×Á Õ×Å-ÌÉÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ × ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÚ. ôÁËÉÅ ×ÏÔ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÅÜÆÆÅËÔÙ!úÁÄÁÞÁ 51∗. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÕÌÕÞÛÉÔØ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 50.3.4 óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÁ G(n; 2; 1)úÁÄÁÞÁ 52. îÁÊÄÉÔÅ �(G(n; 2; 1)).úÁÄÁÞÁ 53. ðÕÓÔØ r(A) ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ r(A) >
2|A|2n − |A|.úÁÄÁÞÁ 54. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(G1=2(n; 2; 1)) 6

(12 + ")n log2 n, ÓÐÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ " > 0 ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ.úÁÄÁÞÁ 55∗. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ �(G1=2(n; 2; 1)), ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ cn log2 n ÓÎÅËÏÔÏÒÙÍ c > 0.úÁÄÁÞÁ 56∗∗. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ(c− ")n log2 n 6 �(G1=2(n; 2; 1)) 6 (c+ ")n log2 n:
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