
Îáõîä êîíå÷íûì àâòîìàòîì ñ ÷åòûðüìÿ êàìíÿìè k-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ

Ãóñåâ Äàíèèë, ÔÈÂÒ ÌÔÒÈ

2 àïðåëÿ 2014 ã.

1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷ î ïîâåäåíèè ðîáîòîâ â ëàáèðèíòàõ. Ñïåêòð ïîäîáíûõ

çàäà÷ äîâîëüíî îáøèðåí è çàòðàãèâàåò êëþ÷åâûå àñïåêòû òåîðåòè÷åñêîé Computer Science. Êîíå÷-

íî, ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ íå îçíà÷àåò àâòîìàòè÷åñêîå ðåøåíèå ñëîæíûõ ïðîáëåì òåîðèè ñëîæíîñòè.

Òåì íå ìåíåå ðàññìîòðåíèå äàííûõ âîïðîñîâ ìîæåò ïîëîæèòåëüíî ñêàçàòüñÿ íà ïîíèìàíèè ñó-

òè òåîðåòè÷åñêîé Computer Science. Åñòü íàäåæäà, ÷òî ïîâåäåíèå ðîáîòîâ ñ ëàáèðèíòàõ ÿâëÿåòñÿ

õîðîøåé ìîäåëüþ äëÿ íåòðèâèàëüíûõ òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûõ çàäà÷, è îòðàáîòêà ìåòîäîâ è

ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ðîáîòîâ äàñò áîëåå ñåðüåçíûå ðåçóëüòàòû ñ áóäóùåì. Òàêæå,

ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûå çàäà÷è è â ÷àñòíîñòè çàäà÷à èç ýòîé ñòàòüè, ìîãóò áûòü èíòåðåñíû

äëÿ øêîëüíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ òåîðåòè÷åñêîé Computer Science, è èõ ó÷èòåëåé.

Îñíîâíûì äåéñòâóþùèì ëèöîì èññëåäóåìîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ðîáîò (íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâ-

òîìàò), äâèãàþùèéñÿ â ñðåäå. Ñðåäîé ìîæåò ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ãðàô, ÷àñòî ýòî ãðàô Êåëëè íåêî-

òîðîé ãðóïïû, è îñíîâíîé çàäà÷åé ðîáîòà ÿâëÿåòñÿ ïîñåùåíèå âñåõ âåðøèí ýòîãî ãðàôà. Äîâîëüíî

ïîëíûé îáçîð ïîäîáíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ýòîé êíèãå [1]. ×àñòî â ñðåäå ïîìåùàþòñÿ íåêîòî-

ðûå äâèæèìûå îáúåêòû, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êàìíÿìè. Ðîáîò ìîæåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ

êàìíÿìè, îùóùàÿ èõ è äâèãàÿ. Ïîäîáíîå âçàèìîäåéñòâèå ñóùåñòâåííî ðàçíîîáðàçèò äåéñòâèå ðî-

áîòà. Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â äàííîì ñëó÷àå � ýòî îïðåäåëèòü êàêîå ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî êàìíåé íåîáõîäèìî ðîáîòó äëÿ îáõîäà ñðåäû. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ïîäîáíûõ çàäà÷ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ çäåñü [2]. Òàêæå äîâîëüíî èíòåðåñíûìè ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàññìîòðåíèå ïîâåäåíèÿ

ðîáîòà ñ ñëó÷àéíîé ñðåäå. Ïðîáëåìû òàêîãî ðîäà ïðåäïîëàãàþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ â ïîñëåäóþùèõ

ðàáîòàõ. Äîáàâëåíèå âîçìîæíîñòè ðîáîòó ïîëüçîâàòüñÿ äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ áèòîâ ìîæåò ñëóæèòü

õîðîøåé èëëþñòðàöèåé çíà÷èìîñòè ñëó÷àéíîñòè â àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Â äàííîé ðîáîòå áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïî âðåìåíè àëãîðèò-

ìîâ îáõîäà ðîáîòîì ïðîñòðàíñòâà Zk. Çàäà÷à îáõîäà ðîáîòîì ïðîñòðàíñòâà Zk ïîëíîñòüþ ðåøåíà,

òî åñòü èçâåñòíû àëãîðèòìû ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì êàìíåé äëÿ âñåõ k è èçâåñòíî, ÷òî îíè

îïòèìàëüíû. Äëÿ k = 1 íåîáõîäèìî 2 êàìíÿ, äëÿ k > 2 3. Òåì íå ìåíåå ïðè k > 3 îïòèìàëüíûå àë-

ãîðèòìû èñïîëüçóþò ýìóëÿöèþ ìàøèíû Ìèíñêîãî [3], ÷òî ïðèâîäèò ê èõ î÷åíü ìåäëåííîé ðàáîòå.

Ñîîòâåòñòâåííî, âñòà¼ò âîïðîñ ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ îáõîäà Zk. Áûñòðîòà ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðîáîò ñäåëàåò ïîëèíîìèàëüíîå îò ìàêñèìóìà ìîäóëåé êîîðäèíàò
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êîëè÷åñòâî õîäîâ, ÷òîáû ïîñåòèòü òî÷êó ñ òàêèìè êîîðäèíàòàìè. Äëÿ ìàëåíüêèõ k çàäà÷à èìååò

èçâåñòíûå ðåøåíèÿ â ÷àñòíîñòè äëÿ k = 1 íåîáõîäèìî 2 êàìíÿ, äëÿ k = 2,3 Ñ.Áóíüêîâîé ïîêàçàíî,

÷òî äîñòàòî÷íî 3-õ êàìíåé. Àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîé ðàáîòå, äåëàåò ýòî ñ èñïîëüçîâàíèåì

4-õ êàìíåé.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà÷í¼ì ñ áîëåå ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ìîäåëè, â êîòîðîé ìû áóäåì ðàáîòàòü, è çàäà÷è, êîòîðóþ

ìû õîòèì ðåøèòü.

2.1 Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû, ñðåäîé, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ðîáîò, áóäåì ñ÷èòàòü íåêîòîðóþ ãðóïïó. Òîãäà

íàøó ìîäåëü ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìîé ëàáèðèíò-ðîáîò íàçûâàåòñÿ L = (G,R,n,D), ãäå G � íåêîòîðàÿ ãðóï-

ïà, R - êîíå÷íûé àâòîìàò ñïåöèàëüíîãî âèäà, n - íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, D � ïîäìíîæå-

ñòâî G.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîíå÷íûé àâòîìàò R = (Q, q0, δ) íàçûâàåòñÿ àâòîìàòîì ðîáîòà. Q � ìíîæå-

ñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, q0 ∈ Q � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà. δ ⊂ Q×{0,1}n → Q � ôóíêöèÿ

ïåðåõîäîâ â àâòîìàòå.

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðåõîäû â àâòîìàòå R = (Q, q0, δ) îñóùåñòâëÿþòñÿ ïî áèòîâûì âåêòîðàì äëèíû

n.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ëàáèðèíò-ðîáîò íàçûâàåòñÿ íàáîð (a, s1, s2, ..., sn, q), ãäå
a ∈ G, si ∈ G, q ∈ Q. Áóäåì íàçûâàòü a � ðàñïîëîæåíèåì ðîáîòà, si - ðàñïîëîæåíèÿìè êàìíåé.

Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ëàáèðèíò-ðîáîò áóäåò (e, e, e, ..., e, q0), ãäå e � íåéòðàëüíûé ýëå-

ìåíò ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 4. {d1, d2, ..., dm} = D íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè ýëåìåíòàìè ñèñòåìû ëàáèðèíò-

ðîáîò.

Îïðåäåëåíèå 5. Õîäîì â ñîñòîÿíèè q ∈ Q íàçûâàåòñÿ (d, p), ãäå d ∈ D, p ∈ {0,1}n, ïðè÷¼ì åñëè â

ñîñòîÿíèå åñòü ïåðåõîä ïî âåêòîðó p′, â êîòîðîì i-é áèò 0, òî â p i-é áèò äîëæåí áûòü 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðåçóëüòàòîì õîäà ðîáîòà â ñîñòîÿíèè ñèñòåìû (a, s1, s2, ..., sn, q) áóäåò ñîñòî-

ÿíèå (a′, s′1, s′2, ..., s′n, q′) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü (d, p) ñîîòâåòñòâóþùèé ñîñòîÿíèþ

q; a′ = ad, s′i = sid, åñëè i-ûé áèò p ðàâåí 1, èíà÷å s′i = si; w ∈ {0,1}n, ïðè÷åì i-ûé áèò w ðàâåí 1,

åñëè a′ = s′i, èíà÷å 0; èç ñîñòîÿíèÿ q â àâòîìàòå R ïî âåêòîðó w åñòü ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå q′.

Â öåëîì ñèñòåìà ëàáèðèíò-ðîáîò L ðàáîòàåò òàê. Íà÷èíàåì ñ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, è ïîî÷åð¼äíî

èçìåíÿåì ñîñòîÿíèÿ ñîãëàñíî õîäàì ðîáîòà. Òî åñòü, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ãåíåðèðóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé {lk}∞=1, ñîãëàñíî âûøåîïèñàííûì ïðàâèëàì.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

lk = (a, s1, s2, ..., sn, q), è q ñîîòâåòñòâóåò (d, p). Òîãäà, åñëè i-ûé áèò p ðàâåí 1, òî a = si.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ýòî âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. äëÿ ëþáîãî i a = si. Äîêàæåì äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (a, s1, s2, ..., sn, q). Ïóñòü q ñîîòâåòñòâóåò (d, p), òîãäà åñëè i-ûé áèò p ðàâåí
1, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âñå âåêòîðà, ïî êîòîðûì åñòü ïåðåõîäû â q, èìåþò i-ûé áèò ðàâíûé 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ðåçóëüòàòà õîäà ðîáîòà äëÿ ñîñòîÿíèÿ lk−1, a = si. ∎
Áîëåå íàãëÿäíî âñþ ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê. Èìååòñÿ ðîáîò, êîòîðîìó ñîîòâåò-

ñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò R, n êàìíåé è ñàì ëàáèðèíò (ãðóïïà G). Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðîáîò

è êàìíè íàõîäèòñÿ â êàêîì-òî, ýëåìåíòå ãðóïïû G, a è si ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè îïðåäåëåíî ñîñòîÿíèå àâòîìàòà q. Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ q ñîîòâåòñòâóåò õîä ðîáîòà (d, p),
ãäå d êàêîé-òî ýëåìåíò ãðóïïû, p � íîìåðà êàìíåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîäâèíóòü. Â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ðîáîò äåëàåò õîä, ò.å. õîäèò ñàì è äâèãàåò íåêîòîðûé íàáîð êàìíåé (âîçìîæíî ïóñòîé)

â íàïðàâëåíèè ýëåìåíòà d. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ëåììå, ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî òå êàìíè, ñ êîòîðûìè

ðîáîò èìååò îäíó ïîçèöèþ. Ïîñëå ñäåëàííîãî õîäà ðîáîò ïîíèìàåò, êàêèå êàìíè íàõîäÿòñÿ ñ íèì â

îäíîé ïîçèöèè, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì çíàíèåì èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñâîåãî àâòîìàòà.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîäîáíûì îïðåäåëåíèåì íå ñîâñåì óäîáíî ðàáîòàòü, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå êîíå÷-

íîãî àâòîìàòà R ìîæåò áûòü òåõíè÷åñêè ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ðîáîòà

ñêîðåå êàê íåêîòîðóþ ïðîãðàììó, ïîëüçóþùóþñÿ êîíå÷íîé ïàìÿòüþ. Àíàëîãàìè ïåðåõîäîâ â àâòî-

ìàòå áóäóò ñïåöèàëüíûå èíñòðóêöèè ¾ñäåëàòü õîä â òàêîì-òî íàïðàâëåíèè âçÿâ ñ ñîáîé òàêèå-òî

êàìíè¿. Ýòè èíñòðóêöèè áóäóò âîçâðàùàòü íàáîðû êàìíåé, ñ êîòîðûìè ðîáîò íàõîäèòñÿ â îäíîé

ïîçèöèè. Áîëåå ìåíåå ïîíÿòíî ïî÷åìó ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ áóäóò ýêâèâàëåíòíû. Ñ îäíîé ñòîðîíû

êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæåò cýìóëèðîâàòü òàêóþ ïðîãðàììó, âçÿâ çà ñîñòîÿíèÿ òåêóùåå ìåñòîïîëî-

æåíèå â ïðîãðàììå è ñîñòîÿíèå å¼ ïàìÿòè (èõ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî). Ñ äðóãîé ñòîðîíû äîâîëüíî

ëåãêî ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò êîíå÷íûé àâòîìàò. Òåì íå ìåíåå â õîäå íàøèõ

ðàññóæäåíèé, ïîäîáíûå ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå íåîáõîäèìóþ íàì ëîãèêó, ìû íå áóäåì îïèñûâàòü

ÿâíî, ïðîñòî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò.

2.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå

Çàäà÷è, êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü â ñâÿçè ñ ñèñòåìîé ðîáîò-ëàáèðèíò, ìîãóò áûòü îïèñàíû â

ñëåäóþùåì êëþ÷å. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà ãðóïïà G, íàïðàâëåíèÿ õîäîâ D, n êîëè÷åñòâî êàìíåé.

Âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ðîáîò (àâòîìàò R), êîòîðûé ñìîæåò îáîéòè âñå ýëåìåíòû G, ò.å. äëÿ

ëþáîãî a ∈ G áóäåò ñóùåñòâîâàòü k, òàêîå, ÷òî lk = (a, ...). Åù¼ áîëåå èíòåðåñíûì âîïðîñîì ìî-

æåò áûòü ñëåäóþùèé: êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êàìíåé n ïðè ôèêñèðîâàííûõ ãðóïïå G,

íàïðàâëåíèÿõ âîçìîæíûõ õîäîâ D, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðîáîò îáõîäÿùèé G.

Âûáîð ãðóïïû G è ìíîæåñòâà D ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Îáû÷íî ìíîæåñòâî D ñîñòîèò èç

ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû è èõ îáðàòíûõ. Íàïðèìåð, äëÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû F2 ïîðîæäåííîé

a, b, ìíîæåñòâî D ëîãè÷íî âçÿòü a, b, a−1, b−1. Ñëó÷àé, êîòîðûé áóäåì èçó÷àòü ìû, ýòî ñëó÷àé Zk. Â

ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D áóäåò ñîñòîÿòü èç áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ è èõ îòðèöàíèé.

Òàêæå ìîæåò ñòàòü èíòåðåñíûì âîïðîñ êîëè÷åñòâà õîäîâ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ äëÿ îáõîäà. Â

ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ãðóïï åãî ìîæíî âûðàçèòü â ñëåäóþùèõ òåðìèíàõ: êàêîå êîëè÷åñòâî õîäîâ

ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîéòè êàêîå-ëèáî ïîäìíîæåñòâî G (èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî çàâèñè-

ìîñòü êîëè÷åñòâà õîäîâ îò ðàñïîëîæåíèÿ, ðàçìåðà è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïîäìíîæåñòâà).
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2.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ñëó÷àå Zk

Â ñëó÷àå Zk ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êàìíåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îáõîäà, çàâèñèò îò k. Â ñëó÷àå k = 1

íåîáõîäèìî 2 êàìíÿ, â ñëó÷àå â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî îáîéòèñü 3-ìÿ êàìíÿìè.

Ïðè ýòîì ýòè îöåíêè òî÷íû, òî åñòü èçâåñòíî, ÷òî ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì êàìíåé ýòî ñäåëàòü

íåëüçÿ. Îäíàêî â èçâåñòíûõ ðåøåíèÿõ ýòîé çàäà÷è, â ñëó÷àå k > 3 äëÿ îáõîäà Zk ðîáîò ýìóëèðóåò

ìàøèíó Ìèíñêîãî. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîùíîñòü ìàøèíû Ìèíñêîãî è ìàøèíû

Òüþðèíãà îäèíàêîâû, ðåàëèçàöèÿ äàæå ñàìûõ ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî îò

ðàçìåðà âõîäà âðåìåíè. Ïîýòîìó ðîáîò, èñïîëüçóþùèé ìàøèíó Ìèíñêîãî äëÿ îáõîäà Zk, ïîòðàòèò

êàê ìèíèìóì ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ äëÿ å¼ ïîñåùåíèÿ. Òåì íå ìåíåå õî÷åòñÿ ïðåäúÿâèòü êàêèå-

ëèáî ïîëèíîìèàëüíûå îáõîäû ïðè âñåõ k. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî îïèñàòü òàê. Ââåä¼ì íà Zk ñèñòåìó

êîîðäèíàò, òîãäà îïðåäåëåíèå ïîëèíîìèàëüíîñòè áóäåò ñëåäóþùèì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü ðîáîò íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò è T (d) ýòî íîìåð õîäà,
êîãäà âïåðâûå ðîáîòîì ïîñåùåíà êëåòêà d. Òîãäà îáõîä ñ÷èòàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíìûì, åñëè ñóùå-

ñòâóþò êîíñòàíòû C, r òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé d T (d) < Cp(d)r, ãäå p(d) � ìàêñèìóì ìîäóëåé

êîîðäèíàò d.

Äëÿ k = 1,2 ñòàíäàðòíûå îáõîäû (ñ 2-ìÿ è 3-ìÿ êàìíÿìè) è òàê ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè).

Äëÿ k = 3 òàêæå èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé îáõîä èñïîëüçóþùèé 3 êàìíÿ. Äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíî-

ñòåé ìîæíî îáîáùèòü îáõîä äëÿ k = 3, è ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíûå îáõîäû èñïîëüçóþùèå k êàìíåé.

Ñîáñòâåííî, ñ óëó÷øåíèåì ïîñëåäíèõ îöåíîê ñâÿçàíà äàííàÿ ðàáîòà. Â å¼ ðàìêàì áóäåò ïðåäúÿâëåí

ïîëèíîìèàëüíûé îáõîä, èñïîëüçóþùèé 4 êàìíÿ, è ðàáîòàþùèé äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè k > 1.

Îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî îáõîäà ñëåäóþùàÿ. Äëÿ íà÷àëà ïîêàçûâà-

åì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà èç âíåøíåé ïàìÿòè (âíåøíåé

ïàìÿòüþ ìîæíî íàçâàòü íåêîòîðóþ ñïåöèàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ êàìíåé â ïðîñòðàíñòâå). Ïîòîì

ïðåäúÿâëÿåì îáõîä Zk (â äàííîì ñëó÷àå îáõîä ýòî íåêîòîðûé ïóòü íà Zk, îáõîäÿùèé âñ¼ ïðîñòðàí-

ñòâî), ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íàïðàâëåíèÿ õîäà ïî åãî íîìåðó â ïóòè. Äàëåå îïè-

ñûâàåì ñàì îáõîä: ðîáîò áóäåò îáõîäèòü Zk ïî ïîñòðîåííîìó íàìè ïóòè, õðàíÿ âî âíåøíåé ïàìÿòè

íîìåð òåêóùåãî õîäà. Óìåíèå óçíàòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íîìåðà õîäà ïîçâîëèò íàì óçíàâàòü

íåîáõîäèìîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ.

3 Ïðîñòûå àëãîðèòìû îáõîäà ïðè ðàçëè÷íûõ k

Ïåðåä òåì êàê ïðåäñòàâèòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû, ðàññìîòðèì ïðîñòûå àëãîðèòìû îáõîäà Zk

ïðè ðàçëè÷íûõ k, ïðî êîòîðûå ãîâîðèëîñü âûøå. Â ÷àñòíîñòè áóäóò îïèñàíû àëãîðèòìû äëÿ k =
1,2, ñåìåéñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé è àëãîðèòì ýìóëèðóþùèé

ìàøèíó Ìèíñêîãî è èñïîëüçóþùèé 3 êàìíÿ.

3.1 Ñëó÷àé k = 1

Ñëó÷àé k = 1 åñòåñòâåííî ñàìûé ïðîñòîé. Äëÿ îáõîäà Z ðîáîòó äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü âñåãî 2

êàìíÿ (A è B). Ïðè îïèñàíèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà Z åñòü ñèñòåìà êîîðäèíàò, è ðîáîò è êàìíè
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ðàñïîëàãàþòñÿ â òî÷êàõ (êëåòêàõ) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì êîîðäèíàòàìè. Ñõåìà àëãîðèòìà îáõîäà

â âèäå äåéñòâèé ðîáîòà ïðåäñòàâëåíà íèæå.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: êàìíè A è B è ðîáîò â òî÷êå 0.

1: öèêë // ïîâòîðÿòü áåñêîíå÷íî

2: ïåðåäâèíóòü êàìåíü A â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó

3: èäòè â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó äî âñòðå÷è ñ êàìíåì B

4: ïåðåäâèíóòü êàìåíü B â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó

5: èäòè â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó äî âñòðå÷è ñ êàìíåì A

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïîëíåíèÿ ïîäîáíîãî àëãîðèòìà ëþáàÿ êëåòêà Z áóäåò ïîñåùåíà

êàæäàÿ êëåòêà, ïðè÷åì ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ n > 0 ïîòðåáóåòñÿ 2n2 − n õîäîâ, ÷òîáû ïîñåòèòü

êëåòêó ñ êîîðäèíàòîé n, à äëÿ n < 0 2n2 + n õîäîâ.

3.2 Ñëó÷àé k = 2

Àëãîðèòì îáõîäà ïðîñòðàíñòâà Z2 áóäåò èñïîëüçîâàòü 3 êàìíÿ. Îäèí èç âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî

àëãîðèòìà � ýòî èñïîëüçîâàíèå îáõîäà âñåõ êëåòîê ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

ñ ñòîðîíîé n ñ èñïîëüçîâàíèåì 3-x êàìíåé (A, B è C). Ñõåìà ýòîãî îáõîäà íèæå

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: A, B è ðîáîò â òî÷êå (0,0), C â òî÷êå (n,0)
Êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ: A, B â òî÷êå (n,0), C â òî÷êå (n,n), âñå êëåòêè òðåóãîëüíèêà (0,0),

(n,0), (n,n) ïîñåùåíû
1: öèêë

2: ïåðåíåñòè A â íàïðàâëåíèè (1,0)
3: ïåðåéòè íàïðàâëåíèè (−1,0)
4: èäòè äî êàìíÿ B â íàïðàâëåíèè (0,1)
5: ïåðåíåñòè B â íàïðàâëåíèè (1,1)
6: èäòè äî êàìíÿ A â íàïðàâëåíèè (0,−1)
7: åñëè A è C â îäíîé êëåòêå òî

8: âûõîä èç öèêëà

9: ïîìåíÿòü ìåñòàìè B è C

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäîáíûé àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî èñïîëíÿåò òðåáóåìîå, ïðè ýòîì îí âû-

ïîëíÿåòñÿ çà Θ(n2) õîäîâ (êàæäàÿ êëåòêà òðåóãîëüíèêà ïîñåùàåòñÿ íå áîëüøå êîíñòàíòû ðàç, â

îñíîâíîì 2 ðàçà).

Òåïåðü ìîæíî ëåãêî ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì îáõîäà êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé n.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: A, B è ðîáîò â òî÷êå (0,0), C â òî÷êå (n,0)
Êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ: A, B è ðîáîò â òî÷êå (0,0), C â òî÷êå (n,0), âñå êëåòêè êâàäðàòà

(0,0), (n,0), (n,n) (0, n) ïîñåùåíû
1: îáîéòè òðåóãîëüíèê (0,0), (n,0), (n,n)
2: îáîéòè òðåóãîëüíèê (n,0), (n,n), (0, n)
3: îáîéòè òðåóãîëüíèê (n,n), (0, n), (0,0)
4: îáîéòè òðåóãîëüíèê (0, n), (0,0), (n,0)
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Àíàëîãè÷íî àñèìïòîòèêà ýòîãî àëãîðèòìà Θ(n2). Â èòîãå îáõîä âñåé Z2 ìîæíî ñîâåðøèòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: A, B, C è ðîáîò â òî÷êå (0,0)
1: ïåðåäâèíóòü C â íàïðàâëåíèè (1,0)
2: öèêë // i-àÿ èòåðàöèÿ, A, B â òî÷êå (−i + 1,−i + 1), C â òî÷êå (i,−i + 1)
3: îáîéòè êâàäðàò (−i + 1,−i + 1), (i,−i + 1), (i, i), (−i + 1, i)
4: ïåðåäâèíóòü A è B â òî÷êó (−i,−i)
5: äîéòè äî òî÷êè C è ïåðåäâèíóòü â (i + 1,−i)
6: âåðíóòüñÿ â (i,−i + 1)

Ãëàâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà � îáõîäèòü êâàäðàòû, êîòîðûå ðàñøèðÿþòñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè íà

îäíó êëåòêó â êàæäóþ ñòîðîíó. Òàê êàê íà êàæäóþ èòåðàöèþ òðàòèòñÿ êâàäðàòè÷íîå îò å¼ íîìåðà

êîëè÷åñòâî õîäîâ, äëÿ îáõîäà âñåõ êëåòîê ñ êîîðäèíàòàìè ïî ìîäóëþ ìåíüøèìè n ïîòðåáóåòñÿ Θ(n3)
õîäîâ.

3.3 Ñëó÷àé k > 2

Äëÿ íà÷àëà ïðåäúÿâèì àëãîðèòì îáõîäà Z3 ñ èñïîëüçîâàíèåì 3-õ êàìíåé. Îáùàÿ ñõåìà îáõîäà

òàêîâà: áóäåì ïîî÷åð¼äíî îáõîäèòü ãðàíèöû âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êóáîâ Kn ñ äèàãîíàëÿìè

(−n + 1,−n + 1,−n + 1) (n,n,n), íà÷èíàÿ ñ n = 1. Ãðàíèöû òàêèõ êóáîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 6 êâàä-

ðàòîâ, ïîýòîìó èõ ìîæíî îáîéòè ñ ïîìîùüþ îáõîäîâ êâàäðàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ âûøå. Òî÷íîå

äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü ñ ïîìîùüþ 3 êàìíåé çäåñü ïåðåâîäèòü íå áóäåì. Îä-

íàêî çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöó êàæäîãî Kn â äàííîé ñõåìå ìîæíî îáîéòè çà êâàäðàòè÷íîå ïî n âðåìÿ,

ïîýòîìó îáõîä öåëûõ Kn áóäåò çàíèìàòü θ(n3) âðåìåíè.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k àëãîðèòì áóäåò îñíîâàí íà òîé æå èäåå, è áóäåò èñïîëüçîâàòü k êàìíåé.

Áóäåì îáõîäèòü ãðàíèöû k-ìåðíûõ êóáîâKn ñ äèàãîíàëÿìè (−n+1, ...,−n+1) (n, ..., n). Ãðàíèöû ýòèõ

êóáîâ ñîñòàâëåíû èç 2k k − 1-ìåðíûõ êóáîâ, ïîýòîìó íàì íåîáõîäèì àëãîðèòì îáõîäà k − 1-ìåðíîãî

êóáà ñî ñòîðîíîé n. Ýòîò àëãîðèòì áóäåò ñîñòîÿòü â ñëåäóþùåì: ïóñòü k−1 íàõîäèòñÿ â îäíîé òî÷êå,

è åù¼ îäèí êàìåíü íà ðàññòîÿíèè n îò íèõ, íàïðèìåð (0, ...,0) è (n, ...,0) (âåêòîðû äëèíîé k − 1).

Áóäåì îáõîäèòü ïðîñòðàíñòâî Zk−1 ñ ïîìîùüþ k − 1 êàìíÿ, òîëüêî â ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(äëÿ ýòîãî êóáû Kn íóæíî ðàñøèðÿòü íå ïî âñåì 2k − 2 íàïðàâëåíèÿì, à ïî k − 1) äî òåõ ïîð ïî

íå íàòêí¼ìñÿ íà óäàë¼ííûé êàìåíü. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìîæíî îáîéòè Zk

çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåò, îäíàêî îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà ïîäîáíîãî îáõîäà áóäåò θ(nk).

3.4 Îáõîä ñ ïîìîùüþ ìàøèíû Ìèíñêîãî

Êàê ãîâîðèëîñü ðàíüøå ëþáîå Zk ìîæíî îáîéòè, èñïîëüçóÿ âñåãî 3 êàìíÿ. Äëÿ ýòî ðîáîòó íåîáõî-

äèìî ñýìóëèðîâàòü ìàøèíó Ìèíñêîãî. Ìàøèíà Ìèíñêîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé àâòîìàò è

äâà ñ÷¼ò÷èêà, êîòîðûå ìîæíî èíêðåìåíòèðîâàòü è äåêðåìåíòèðîâàòü. Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà èìååò òó

æå âû÷èñëèòåëüíóþ ìîùíîñòü, ÷òî è ìàøèíà Òüþðèíãà. Ðîáîò ìîæåò äîâîëüíî ëåãêî ñýìóëèðî-

âàòü ìàøèíó, äëÿ ýòîãî åìó äîñòàòî÷íî õðàíèòü êàìíè B è C íà ðàññòîÿíèè çíà÷åíèé ñ÷¼ò÷èêîâ îò

êàìíÿ A. Äëÿ îáõîäà òàêîé êîíñòðóêöèåé Zk ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïóòü îáõîäÿùèé Zk (íàïðèìåð,

òàêîé êàê ìû îïèøåì íèæå), òî åñòü íåêîòîðóþ áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàïðàâëåíèé,
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ïðè÷åì i-îå íàïðàâëåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìî ïî i. Òîãäà ðîáîò áóäåò õðàíèòü â ìàøèíå

íîìåð òåêóùåãî íàïðàâëåíèÿ, âû÷èñëÿòü åãî ñäâèãàòü ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ âñþ ìàøèíó è óâå-

ëè÷èâàòü íîìåð íà åäèíèöó. Åñëè ñ÷èòàòü ÷òî ¾öåíòð¿ ìàøèíû ýòî êàìåíü A, òîãäà â õîäå òàêîãî

àëãîðèòìà A îáîéä¼ò âñå ïðîñòðàíñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðíî òàêîé æå ñõåìîé ìû âîñïîëüçóåìñÿ

â íàøåì àëãîðèòìå, òîëüêî äëÿ ñ÷èòûâàíèÿ íîìåðà, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ 4 êàìíÿ. Ýòî ïîçâîëèò

íàì èçáàâèòñÿ îò ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè.

4 Ïîëó÷åíèå äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà

Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì ïðèáëèæàþùåì íàñ ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî îáõîäà, áóäåò àëãîðèòì

ïîëó÷åíèÿ ïîëó÷åíèå äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîáîò èìååò âî âíåøíåé

ïàìÿòè íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ, ê ïðèìåðó ÷èñëî n. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá õðàíåíèÿ n � ýòî ðàñ-

ïîëîæèòü äâà êàìíÿ òàêîì ðàññòîÿíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îáðàáîòêè òàêîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ

íåòðèâèàëüíàÿ ëîãèêà, ò.ê. âíóòðåííÿÿ ïàìÿòü ðîáîòà îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé. Ñïîñîá îáðàáîòêè

ýòîé èíôîðìàöèè ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò çàäà÷è, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ðîáîòó.

Â ðàìêàõ íàøåé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n, íà÷èíàÿ ñ ìëàäøå-

ãî áèòà äî ñàìîãî ñòàðøåãî åäèíè÷íîãî. Áîëåå êîíêðåòíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðîáîò ïîëó÷àåò áèòû â

ïîòîêîâîì ðåæèìå, ò.å. ïîâòîðÿåò äâà äåéñòâèÿ: óçíàòü ñëåäóþùèé áèò ÷èñëà, åñëè òàêîâîé èìå-

åòñÿ, ïðîäåëàòü êàêóþ-ëèáî âíóòðåííþþ ëîãèêó (îáðàáîòàòü ýòîò áèò). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò

áûñòðûé (ïîëèíîìèàëüíûé îò n) àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ÷èñëà n òàêèì ñïîñîáîì, èñïîëüçóþùèé 2

äîïîëíèòåëüíûõ êàìíÿ.

Ïóñòü èìåþòñÿ êàìíè A è B çàäàþùèå n, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè íåïîäâèæíû. Òàêæå åñòü äâà

âñïîìîãàòåëüíûõ êàìíÿ C è D. Â ðàìêàõ äàííîãî àëãîðèòìà âñå êàìíè áóäóò íàõîäÿòñÿ íà îäíîé

ïðÿìîé, äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì íà íåé ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Äëÿ íà÷àëà ïðåäúÿâèì àëãîðèòì äåëåíèÿ îòðåçêà äëèíû k ïîïîëàì è ïîëó÷åíèå îñòàòêà ïðè

ýòîì äåëåíèè. Ñõåìà àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íèæå.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: êàìíè C è D â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè 0 è k, ðîáîò â òî÷êå 0

Êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ: C, D è ðîáîò â òî÷êå ⌊k/2⌋, â ïàìÿòü çàïèñàí îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà
2

1: öèêë

2: èäòè â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó äî êàìíÿ D

3: ïåðåäâèíóòü êàìåíü D íà îäíó êëåòêó â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó

4: åñëè êàìíè C è D íà îäíîé êëåòêå òî

5: çàïèñàòü â ïàìÿòü, ÷òî îñòàòîê ðàâåí 1

6: âûõîä èç öèêëà

7: èäòè â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó äî êàìíÿ C

8: ïåðåäâèíóòü êàìåíü C íà îäíó êëåòêó â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó

9: åñëè êàìíè C è D íà îäíîé êëåòêå òî

10: çàïèñàòü â ïàìÿòü, ÷òî îñòàòîê ðàâåí 0

11: âûõîä èç öèêëà

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå d èòåðàöèé öèêëà êîîðäèíàòû êàìíåé C è D áóäóò d è k − d ñîîòâåò-
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ñòâåííî, ïîýòîìó ïðè ÷åòíîì k àëãîðèòì çàâåðøèòüñÿ ïîñëå k/2 öèêëîâ ñ íóæíûì ðåçóëüòàòîì, à

ïðè íå÷¼òíîì ïîñëå ⌈k/2⌉ öèêëîâ.
Òåïåðü ïîëüçóÿñü äàííûì äåëåíèåì, ïðåäúÿâèì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ âñåõ áèòîâ ÷èñëà n íà÷èíàÿ

ñ ìëàäøåãî.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: êàìíè A, C, D è ðîáîò â òî÷êå 0, B â òî÷êå n

Êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ: êàìíè A, C, D è ðîáîò â òî÷êå 0, B â òî÷êå n, â ïàìÿòü ïîî÷åð¼äíî

çàïèñàíû áèòû ÷èñëà n íà÷èíàÿ ñ ìëàäøåãî

1: èäòè â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó ñ êàìíåì D äî êàìíÿ B

2: âåðíóòüñÿ â òî÷êó 0

3: öèêë // i-àÿ èòåðàöèÿ, C â òî÷êå 0, D â òî÷êå ⌊n/2i−1⌋
4: âûïîëíèòü äåëåíèå äëÿ êàìíåé C è D // C è D â òî÷êå ⌊n/2i⌋
5: çàïèñàòü îñòàòîê ïðè äåëåíèè â ïàìÿòü

6: âûïîëíèòü âíóòðåííþþ ëîãèêó // ýòà ÷àñòü çàâèñèò îò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà

7: åñëè C è D íàõîäÿòñÿ â òî÷êå 0 òî

8: âûõîä èç öèêëà

9: èíà÷å

10: ïåðåíåñòè C â òî÷êó 0

Çàìåòèì, ÷òî â õîäå i-îé èòåðàöèè öèêëà ïðîèñõîäèò äåëåíèå îòðåçêà äëèíîé ⌊n/2i−1⌋. Îñòàòîê
ïðè ýòîì äåëåíèè ñîîòâåòñòâóåò i-îìó áèòó ÷èñëà n (åñëè ìëàäøèé áèò ïðèíÿòü ïåðâûì), ïîýòîìó

àëãîðèòì áóäåò çàïèñûâàòü â ïàìÿòü äåéñòâèòåëüíî òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Òåïåðü îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî àëãîðèòì ðàáîòàåò çà äîïóñòèìîå âðåìÿ.

Ëåììà 2. Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ áèòîâ ÷èñëà n ðàáîòàåò çà âðåìÿ

T (n) = Θ(n2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì äëÿ íà÷àëà ñêîëüêî õîäîâ òðàòèòüñÿ íà êàæäóþ îïåðàöèþ äåëåíèÿ.

Ïóñòü íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó C è D ðàâíî k. Òîãäà k õîäîâ ïîòðàòèòñÿ íà ñäâèãè êàìíåé, à

íà ïðîõîäû ìåæäó êàìíÿìè áóäåò ïîòðà÷åíî ∑k
i=1 i. Èòîãî âñåãî õîäîâ íà îäíî äåëåíèå ïîòðàòèòñÿ:

k +
k

∑
i=1
i = k + (k + 1)k

2
= (k + 3)k

2

Î÷åâèäíî, ÷òî â õîäå àëãîðèòìà áóäåò âûïîëíåíî äåëåíèå ÷èñëà n, ïîýòîìó T (n) ≥ (n + 3)n/2.
Äëÿ îöåíêè ñâåðõó ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî âñåõ õîäîâ â àëãîðèòìå. Ñíà÷àëà áóäåò âûïîëíåíî n

õîäîâ, ïîòîì äëÿ êàæäîé îïåðàöèè äåëåíèÿ ÷èñëà k áóäåò âûïîëíåíî k äîïîëíèòåëüíûõ õîäîâ è

ñàìà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ (âñåãî (k + 5)k/2). Ïóñòü 2s − 1 íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîãî âèäà, êîòîðîå íå

ìåíüøå n. Â àëãîðèòìå äëÿ 2s − 1 è n îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî äåëåíèé (s), íî êàæäîå äåëåíèå â

àëãîðèòìå äëÿ 2s − 1 çàíèìàåò íå ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå äåëåíèå äëÿ n. Ïîýòîìó

âåðíî ñëåäóþùåå:
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T (n) ≤ T (2s − 1) = 2s − 1 +
s

∑
i=1

(2i + 4)(2i − 1)
2

=

= 2s − 1 +
s

∑
i=1

(22i−1 + 3 ∗ 2i−1 − 4) ≤ 2s+2 +
s

∑
i=1

22i−1 ≤

≤ 2s+2 +
2s−1
∑
i=1

2i < 2s+2 + 22s ≤ 8n + 4n2

Òàêèì îáðàçîì âåðíî n2/2 ≤ T (n) ≤ 8n + 4n2 îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå. ∎

5 Ïîñòðîåíèå ïóòè îáõîäà Zk

Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíîãî îáõîäà ðîáîòîì Zk � ýòî ïîñòðîåíèå ïóòè îáõîäà

Zk. Îáõîä, êîòîðûé áóäåò ïîñòðîåí íàìè ïîñòðîåí, ïðîéäåò ÷åðåç êàæäóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà

ðîâíî 1 ðàç. Îáùèé ïîäõîä ê åãî ïîñòðîåíèþ òàêîâ: ñòðîèì ñåìåéñòâî îáõîäîâ k-ìåðíûõ êóáîâ ñ

äëèíàìè ñòîðîí ðàâíûìè ñòåïåíÿì äâîéêè, ïîòîì íà îñíîâå ýòèõ îáõîäîâ ïîëó÷àåì îáõîä âñåãî

ïðîñòðàíñòâà. Îïèøåì îñíîâíûå òåðìèíû, â êîòîðûõ áóäåì ïðîèçâîäèòü ïîñòðîåíèå.

Íà Zk åñòü 2k âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ. Åñëè åñòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ i, ïðîòèâî-

ïîëîæíîå íàïðàâëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü −i. Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ïóòè.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóòü � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð, êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé, íàïðàâëåíèé äâèæå-

íèÿ. Åñëè m � ïóòü, òî m[i] � íàïðàâëåíèå äâèæåíèå i-îãî õîäà ýòîãî ïóòè. Íóìåðàöèÿ õîäîâ

âåä¼òñÿ ñ åäèíèöû.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïócòü m = a1a2...ak � ïóòü, òîãäà:

1. −m = −a1 − a2... − a3

2. m = akak−1...a1

3. −m � îáõîä ïóòè m â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Çàìå÷àíèå 2. Êîíå÷íûå ñàìîíåïåðåñåêàþùèåñÿ ïóòè äëèíû k çàòðàãèâàþò k + 1 êëåòêó ïðî-

ñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 3. ×òîáû ïîëó÷èòü ñäâèã ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êîé ïóòè ïî íàïðàâëåíèþ

i, íóæíî ïðîñóììèðîâàòü âñå õîäû â íàïðàâëåíèè i ñ ïëþñîì è â íàïðàâëåíèè −i ñ ìèíóñîì.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïîñòðîåíèÿ îáõîäà áóäåò ãðóïïà Gk, äåéñòâóþùàÿ íà íàïðàâëåíèÿõ

äâèæåíèÿ. Îíà áóäåò äåéñòâîâàòü òàê: åñëè ýëåìåíò g ∈ Gk ïåðåâîäèò íàïðàâëåíèå i â j, òî îí −i
ïåðåâåäåò â −j. Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà Sk×Z2×...×Z2 (Z2 - k ðàç). Òðèâèàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå

ýòîé ãðóïïû íà ïóòÿõ îäèíàêîâîé äëèíû: g(a1a2...ak) = g(a1)g(a2)...g(ak), ãäå g ∈ Gk, a1a2...ak - ïóòü

äëèíû k.

5.1 Îáõîä k-ìåðíîãî êóáà ñî ñòîðîíîé ñî ñòîðîíîé 2

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáõîäà âñåãî ïðîñòðàíñòâà íàì ïîòðåáóþòñÿ îáõîäû êóáîâ ñ ðàçëè÷íûìè äëèíàìè

ñòîðîí. Íà÷í¼ì ñ ïîñòðîåíèÿ îáõîäà êóáà ñî ñòîðîíîé 2. Íà ñàìîì äåëå, ïîñòðîåííûé íàìè îáõîä
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ýêâèâàëåíòåí îáõîäó ïîëó÷åííîìó ñ ïîìîùüþ êîäîâ Ãðåÿ [4]. Òåì íå ìåíåå íåîáõîäèìî îïèñàòü

ïîäîáíûé îáõîä â íàøèõ òåðìèíàõ.

Ðàññìîòðèì k-ìåðíûé êóá ñî ñòîðîíîé 2, k ≥ 1. Îáõîä òàêîãî êóáà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñàìî-

íåïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü äëèíû 2k − 1. Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî Mk òàêèõ îáõîäîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðåäúÿâèì îäèí îáõîä, à îñòàëüíûå ïîëó÷èì êàê îðáèòó äåéñòâèÿ Gk íàä ýòèì îáõîäîì. Çàìåòèì,

÷òî ëþáîé g ∈ Gk ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-òî äâèæåíèþ â ïðîñòðàíñòâå Zk ïîýòîìó ïðè äåéñòâèè

ýëåìåíòàìè Gk íà îáõîä êóáà, áóäåò ïîëó÷àòñÿ òàêæå îáõîä êóáà.

Îáîçíà÷èì íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ x1,−x1, x2,−x2, x3,−x3.... Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó-

òåé {mi} ïîñòðîåííóþ ïî ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ïðàâèëó: m1 = 1, mi =mi−1xi−mi−1.

Ëåììà 3. Ïóòü mk ñ íà÷àëîì â êëåòêå (0,0, ...,0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

) îáõîäèò êóá ñ äèàãîíàëüþ (0,0, ...,0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

) (1,1, ...,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

)

(íîìåðà êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì íàïðàâëåíèé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè. Äëÿ k = 1 äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü äëÿ

k = i − 1 ôàêò âåðåí. Äîêàæåì äëÿ k = i.
Çàìåòèì, mi−1 � îáõîä êóáà ñ äèàãîíàëüþ (0,0, ...,0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
i

)(1,1, ...,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i−1

,0). Õîä ïî íàïðàâëåíèþ xi ïåðå-

âîäèì íàñ â òî÷êó ñ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé ðàâíîé 1. Òàê êàê ïóòü −mi−1 îáðàòåí ïóòè mi−1, â

ïðîåêöèÿ íà ïåðâûå i − 1 êîîðäèíàòó ìû âåðí¼ìñÿ îáðàòíî, òî÷íî òàêèì æå ïóò¼ì êàê è ïðèøëè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ õîä â íàïðàâëåíèè xi, ñ ïîìîùüþ −mi−1 ìû îáîéä¼ì êóá ñ äèàãîíàëüþ

(0,0, ...,0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i−1

,1)(1,1, ...,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i

). Çàìåòèì, ñíà÷àëà ìû îáîøëè ¾íèæíþþ¿ ïîëîâèíó êóáà, ïåðåøëè â ¾âåðõ-

íþþ¿ è îáîøëè å¼ òàêæå êàê è ¾íèæíþþ¿, òîëüêî â îáðàòíóþ ñòðîíó. Èòîãî êàæäàÿ êëåòêà êóáà

ñ äèàãîíàëüþ (0,0, ...,0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i

)(1,1, ...,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i

) áûëà ïîñåùåíà. ∎

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò m ∈Mk. Òàê êàê Mk � îðáèòà ýëåìåíòà mk ïðè äåé-

ñòâèè ãðóïïû Gk, m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå m = g(mk), g ∈ Gk. Äîêàæåì íåñêîëüêî

ëåìì.

Ëåììà 4. Íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè ïóòè m ñîñåäíèå, ïðè÷¼ì ÷òîáû ïåðåéòè èç íà÷àëà â

êîíåö íåîáõîäèìî ïîéòè ïî íàïðàâëåíèþ g(xk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòîò ôàêò äëÿ mk è íàïðàâëåíèÿ xk. Ïîñ÷èòàåì ñäâèã ïî

êàæäîìó íàïðàâëåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ âmk−1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíîå

íàïðàâëåíèå â −mk−1. Ïîýòîìó ñäâèãè mk−1 è −mk−1 êîìïåíñèðóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì îñòà¼òñÿ îäèí

õîä â íàïðàâëåíèè xk. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå. ∎

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåíèå g(xk) îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì m = g(mk). Ðåáðî
ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êëåòêîé òàêæå áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü c � êëåòêà êóáà C, êîòîðûé îáõîäèò ïóòü m. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî íàïðàâëåíèÿ a1, a2, ...ak ðåáåð êóáà C âûõîäÿùèõ èç c çàäàþò êëåòêó ïðè îáõîäå m.

Ëåììà 5. Íà÷àëüíàÿ êëåòêà îáõîäà m çàäà¼òñÿ g(x1), g(x2), ... g(xk), êîíå÷íàÿ g(x1), g(x2), ...,
g(xk−1), g(−xk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íûå êëåòêè mk

çàäàþòñÿ x1, x2, ..., xk è x1, x2, ...−xk. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîñòðîåíèè mk íà÷àëüíàÿ êëåòêà áûëà 0,
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à âåñü êóá ëåæàë â íåîòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà. À êîíå÷íàÿ êëåòêà äîëæíà òîëüêî îäíèì

íàïðàâëåíèåì îò íà÷àëüíîé, è ýòî íàïðàâëåíèå xk (çàìåíÿòñÿ íà −xk). ∎

Ëåììà 6. Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç Mk èìåþùèõ îäèíàêîâîå îñíîâíîå íàïðàâëåíèå è îäèíàêîâûå

íàïðàâëåíèÿ, çàäàþùèå íà÷àëüíóþ êëåòêó (ñëåäîâàòåëüíî è êîíå÷íóþ) ðàâíî (k − 1)!

Äîêàçàòåëüñòâî. 2k âàðèàíòîâ âûáðàòü íàïðàâëåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîé êëåòêè, èç íèõ âûáðàòü îñ-

íîâíîå k âàðèàíòîâ, èòîãî k2k âàðèàíòîâ. Âñå òàêèå êîíôèãóðàöèè ðàâíîçíà÷íû. Ìîùíîñòü Mk �

k!2k, ñëåäîâàòåëüíî îòâåò k!2k/(k2k) = (k − 1)! ∎

5.2 Îáõîä k-ìåðíîãî êóáà ñî ñòîðîíîé 2n

Òåïåðü ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Mk,n îáõîäîâ k-ìåðíîãî êóáà ñî ñòîðîíîé 2n, äëÿ k ≥ 2, n ≥ 1. Îñíîâíîå

ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû õîòèì ðåàëèçîâàòü â Mk,n, � ýòî òî, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ êëåòêè áóäóò

âåðøèíàìè êóáà, ëåæàùèìè íà îäíîì ðåáðå. Àíàëîãè÷íî áóäåì íàçûâàòü ýòî ðåáðî è íàïðàâëåíèå

åìó ñîîòâåòñòâóþùåå îñíîâíûìè. Ïîñòðîåíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ òàêæå êàê è äëÿ Mk: ñíà÷àëà ïî-

ñòðîèì îäíîãî áàçîâîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà, à îñòàëüíûõ áóäåì ïîëó÷àòü êàê îðáèòó

ïðè äåéñòâèè íà ýòîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ãðóïïîé Gk. Òî ÷òî â èòîãå ìû ïîñòðîèì áóäåò îáîáùåíèåì

êðèâîé Ãèëáåðòà (Ïåàíî) íà k-ìåðíûé ñëó÷àé [5, 6, 7].

5.2.1 Îáùèé ñëó÷àé îáõîäà

Äëÿ Mk,1 ïîñòðîåíèå î÷åâèäíî, ïðîñòî ïîëîæèì Mk,1 =Mk.

Äëÿ Mk,2 ïîñòðîåíèå áóäåò ìåíåå òðèâèàëüíûì. Îáùèé âèä áàçîâîãî ïóòè mk,2 áóäåò ñëåäóþ-

ùèì: s, k, g−k(−s). Ïðè ýòîì g−k ìåíÿåò ìåñòàìè xk è −xk, s � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäóþùèõ
õîäîâ g1(mk), mk[1], g2(mk), mk[2], ... , mk[2k−1 − 1], g2k−1(mk), ãäå gi ∈ Gk íåêîòîðûå ýëåìåíòû

ãðóïïû. Ïîñêîëüêó mk = mk−1xk−mk−1 è â mk−1 íåò õîäîâ ïî íàïðàâëåíèÿì xk è −xk, ïî äðóãîìó
mk,2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 2k óïîðÿäî÷åííûõ ýëåìåíòîâ èç Mk, ïðè÷åì ìåæäó ïàðàìè ñîñåäíèõ

åñòü õîäû èç mk (èõ êàê ðàç 2k −1). Äðóãèìè ñëîâàìè g1(mk), mk[1], g2(mk), mk[2], ... , mk[2k −1],
g2k(mk), ãäå gi = g−kg−g2k−i+1, g− ïåðåâîäèò âñå i â −i.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòîò ýòîò îáõîä âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàø k-ìåðíûé êóá C ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê êóá C0 ñî ñòîðîíîé 2, ó êîòîðîãî êëåòêè � êóáû ñî ñòîðîíîé 2. Ïóñòü ýòè êëåòêè

C1,C2, ...,C2k çàíóìåðîâàíû â òàêîì ïîðÿäêå, â êàêîì áàçîâûé ïóòü mk îáõîäèò êóá C0. Òîãäà, ïóòü

mk,2 îáîéäåò ïîî÷åð¼äíî âñå C1,C2, ...,C2k , äåëàÿ ïåðåõîäû îò Ci ê Ci+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ mk (òî

åñòü ïðîñòî äåëàÿ õîä â íàïðàâëåíèè mk[i]).
Ïîñìîòðèì, êàê êîíêðåòíî íåîáõîäèìî îáîéòè Ci (èëè äðóãèìè ñëîâàìè çàäàòü gi), ÷òîáû ïóòü

ïîëó÷èëñÿ êîððåêòíûì. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 7. Ïóñòü Ci è Ci+1 ñîñåäíèå êóáû â C0, à d êëåòêà â Ci. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü m ∈Mk

îáõîäÿùèé Ci òàêîé, ÷òî êëåòêà d íà÷àëüíàÿ, à êîíå÷íàÿ êëåòêà êàñàåòñÿ Ci+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íà÷àëüíàÿ êëåòêà ïóòè óæå çàôèêñèðîâàíà, íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî âû-

áðàòü îñíîâíîå ðåáðî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñòðîåíèÿ Ci è Ci+1 èìåþò îáùóþ k−1-ìåðíóþ ãðàíèöó.

Åñòü äâà ñëó÷àÿ: d êàñàåòñÿ ýòîé ãðàíèöû è d íå êàñàåòñÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå åñòü k − 1 âàðèàíòîâ
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âûáðàòü îñíîâíîå ðåáðî òàê, ÷òîáû êîíå÷íàÿ êëåòêà òîæå ëåæàëà íà ýòîé ãðàíèöå (âñå ð¼áðà èäó-

ùèå èç d êðîìå ïàðàëëåëüíî ãðàíèöå). Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêîå ðåáðî òîëüêî îäíî � ðåáðî âåäóùåå

èç d ïåðïåíäèêóëÿðíîå ãðàíèöå. Ñ ôèêñèðîâàííûì îñíîâíûì ðåáðîì è ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé

êëåòêîé åñòü (k − 1)! ïóòåé. Òàêèì îáðàçîì, â îäíîì ñëó÷àå åñòü (k − 1)(k − 1)! ïîäõîäÿùèõ ïóòåé,

â äðóãîì (k − 1)!. ∎

Ëåììà 8. Îáõîä C1 âñåãäà èìååò îñíîâíîå íàïðàâëåíèå x1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîä èç C1 â C2 ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèþ

mk[1] = x1. Íà÷àëüíàÿ êëåòêà C1 çàäà¼òñÿ íàïðàâëåíèÿìè x1, x2, ..., xk, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ

ïåðâûé ñëó÷àé èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, ñëåäîâàòåëüíî îñíîâíîå íàïðàâëåíèå x1. ∎

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò íàáîð gi, ñ êîòîðûìè mk,2 äåéñòâèòåëüíî îáõîäèò êóá C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ïóòè, âòîðàÿ ïîëîâèíà � ýòî ïåðâàÿ, îòðàæ¼í-

íàÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè äåëÿùåé êóá ïîïîëàì è ïåðïåíäèêóëÿðíîé xk è ïðîéäåííàÿ â

îáðàòíóþ ñòîðîíó. Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü îáõîäû â ïåðâûõ 2k−1 ìàëåíü-

êèõ êóáîâ òàê, ÷òîáû ìû äîøëè èç íà÷àëüíîé òî÷êè äî ãðàíèöû C2k−1 è C2k−1+1 (îíà ëåæèò íà

ïðåäûäóùåé ãèïåðïëîñêîñòè).

Â êóáå C1 èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ êëåòêà. Ýòî íà÷àëüíàÿ êëåòêà âñåãî ïóòè (å¼ ìîæíî çàäàòü íà-

ïðàâëåíèÿìè x1, x2, ..., xk â áîëüøîì êóáå. Âûáåðåì îáõîä â ýòîì êóáå òàê, ÷òîáû êîíå÷íàÿ êëåòêà

êàñàëàñü C2 (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî ëåììå). Òåïåðü äîëæåí ïðîèçîéòè õîä mk[1]. Ïîñëå íåãî
ìû äåéñòâèòåëüíî â êóáå C2, òàê êàê ñåé÷àñ íàõîäèìñÿ íà ãðàíèöå ýòèõ êóáîâ è mk[1] ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî å¼ ïî ïîñòðîåíèþ. Òåïåðü íàì èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ êëåòêà â C2. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì ïóòü â

C2 è òàê äàëåå, äî C2k−1 âêëþ÷èòåëüíî, â èòîãå ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ïóòü. ∎
Çàìåòèì, ÷òî â ïîñòðîåííîì íàìè îáõîäå íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ êëåòêè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ

êóáà C, ïðè÷åì íà÷àëüíàÿ êëåòêà çàäà¼òñÿ íàïðàâëåíèÿìè x1, x2, ..., xk, à îñíîâíîå íàïðàâëåíèå

xk.

Ïîñòðîèì òåïåðü Mk,n, à òî÷íåå îäíîãî åãî ïðåäñòàâèòåëÿ mk,n. Ïîëîæèì åãî ñëåäóþùèì:

g1(mk,n−1), mk[1], g2(mk,n−1), mk[2], ... , mk[2k − 1], g2k(mk,n−1) (gi ∈ Gk òàêèå æå êàê è äëÿ mk,2).

Òàêèì îáðàçîì mk,n âûðàæàåòñÿ ðåêóðñèâíî ÷åðåç mk,n−1.

Òåîðåìà 2. Ïóòü mk,n îáõîäèò k-ìåðíûé êóá ñî ñòîðîíîé 2n, ïðè÷åì íà÷àëüíàÿ êëåòêà ïóòè

çàäà¼òñÿ íàïðàâëåíèÿìè x1, x2, ..., xk, à îñíîâíîå íàïðàâëåíèå xk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 2 ýòî óòâåðæäåíèå ìû óæå äîêàçàëè. Ïóñòü ôàêò

âåðåí äëÿ n − 1, äîêàæåì äëÿ n.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïóòè mk,2 âñå îáõîäû ìàëåíüêèõ êóáîâ Ci (îíè îáõîäÿòñÿ ïóòÿìè gi(mk)),
çàìåíèòü íà ïóòè gi(mk,n−1), ñ îäíîé ñòîðîíû ïîëó÷àåòñÿ ïóòü mk,n (îí ïî îïðåäåëåíèþ òàêîâ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû îáõîäû ìàëåíüêèõ êóáîâ Ci çàìåíèëèñü íà îáõîäû êóáîâ ðàçìåðà 2n−1, ïðè÷åì

íàïðàâëåíèÿ çàäàþùèå íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå êëåòêè íå èçìåíèëèñü (â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èí-

äóêöèè). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäû ìåæäó êóáàìè îñòàëèñü êîððåêòíûìè (åñëè êîíå÷íàÿ êëåòêà Ci

áûëà ñîñåäíåé íà÷àëüíîé êëåòêè Ci+1, òî â íîâûõ êóáàõ îíè òîæå áóäóò ñîñåäíèìè, ïðè÷¼ì ïåðåõîä

ìåæäó íèìè áóäåò èìåòü òàêîå æå íàïðàâëåíèå mk[i]). Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå êëåòêè âñåãî ïóòè
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àíàëîãè÷íî îñòàëèñü x1, x2, ..., xk è x1, x2, ..., −xk. Òàêèì îáðàçîì mk,n äåéñòâèòåëüíî ïîî÷åð¼äíî

îáõîäèò 2k êóáîâ ðàçìåðà 2n−1, òî åñòü êóá ðàçìåðà 2n. ∎

5.2.2 Ïðèìåð âûáîðà gi

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóþò òàêèå g1, g2, ..., g2k , ïðè êîòîðûõ ïóòè mk,n îáõîäÿò êó-

áû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ïðè ýòîì, â äîêàçàòåëüñòâå äîïóñêàëîñü â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ

âûáèðàòü ïðîèçâîëüíîå îñíîâíîå ðåáðî, ò.å. gi(k) áûëî íå ôèêñèðîâàíî. Â ýòîé ÷àñòè ìû ïðåäú-

ÿâèì êîíêðåòíûé âûáîð gi(k), ïðè êîòîðîì îáõîä áóäåò êîððåêòåí. Ýòî çíàíèå íàì íåîáÿçàòåëüíî

äëÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà, ïîýòîìó ìîæíî åãî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíóþ

èíôîðìàöèþ.

Áóäåì, ñòðîèòü çíà÷åíèÿ gi(k) íà îñíîâå õîäîâ â ïóòè mk. Ïîëîæèì g1(xk) = x1, g2k−1(xk) = xk,
g2q(xk) = g2q+1(xk) =mk[2q], ãäå q îò 1 äî 2k−2−1 (ìîæíî çàäàòü ïåðâûå 2k−1, îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ

èç ñèììåòðèè). Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî çíàòü íàïðàâëåíèÿ, çàäàþùèå íà÷àëüíóþ êëåòêó gi(mk), òî
åñòü òå íàïðàâëåíèÿ êóäà ïåðåõîäÿò x1, x2, ... xk ïîä äåéñòâèåì gi (íå îáÿçàòåëüíî çíàòü ÷òî êóäà

êîíêðåòíî ïåðåõîäèò, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòî ìíîæåñòâî). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ g1 ýòî ìíîæåñòâî

è åñòü x1, x2, ... xk. Òåïåðü ïóñòü äëÿ gi ýòî ìíîæåñòâî èçâåñòíî è ðàâíî a1, a2, ... ,ak (aj � ýòî èëè

xj èëè −xj), òîãäà åñëè i ÷åòíîå, òî äëÿ gi+1 îíî îñòàíåòñÿ òàêèì æå, èíà÷å a1 è agi(xk) îáðàòÿòñÿ

(åñëè i = 1, òî ïðè ýòîì íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ).

Ëåììà 9. Ïðè âûøå îïèñàííûõ gi îáõîä êóáà mk,2, à çíà÷èò è mk,n, êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå gi ñ ìíîæåñòâîì íàïðàâëåíèé a1, a2, ... ,ak. Åñëè i �

÷¼òíîå, òî îñíîâíîå ðåáðî â îáõîäå êóáà Ci èìååò íàïðàâëåíèå mk[i]. Çíà÷èò åñëè èç íà÷àëüíîé

êëåòêè Ci ìû øàãí¼ì â íàïðàâëåíèè mk[i] ìû ïîïàäåì â êîíå÷íóþ êëåòêó Ci. Åñëè øàãíåì åù¼

ðàç, ìû ïîïàä¼ì â êóá Ci+1, ïðè÷åì â êëåòêó ñ òàêèìè çàäàþùèìè íàïðàâëåíèÿìè êàê è íà÷àëü-

íàÿ êëåòêà Ci. Çàìåòèì, ÷òî ýòî íà÷àëüíàÿ êëåòêà Ci+1, ïîýòîìó ïåðåõîä èç Ci â Ci+1 êîððåêòåí.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ i = 1, ò.ê. mk[1] = 1.

Åñëè i � íå÷¼òíîå, òî äîêàçàòåëüñòâî áóäåò àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, òîëüêî øàãàòü

íàäî ñíà÷àëà â íàïðàâëåíèè gi(xk), ïðè ýòîì îáðàòèòñÿ íàïðàâëåíèå gi(xk) (ñòàíåò −gi(xk)), ïîòîì â

íàïðàâëåíèè mk[i], (ñòàíåò íàïðàâëåíèå −mk[i]). Ò.ê. âñå íå÷¼òíûå mk[i] ëèáî x1, ëèáî −x1, êëåòêà,
êîòîðóþ ìû ïðèøëè áóäåò çàäàâàòüñÿ íàïðàâëåíèÿìè −a1, a2, ...,−agi(xk), ...,ak, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

íà÷àëüíîé êëåòêå Ci+1, îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåõîä êîððåêòåí.

Åñëè i = 2k−1, òî â ñèëó ñèììåòðèè ïîñòðîåíèÿ g2k−1 = g2k−1−1, ïîýòîìó çäåñü ñèòóàöèÿ áóäåò

àíàëîãè÷íà ÷¼òíîìó ñëó÷àþ. ∎
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè íàáîð gi c ÿâíî çàäàííûìè îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè. Çàìåòèì,

÷òî äàæå â ýòèõ óñëîâèÿõ êàæäîå gi ìîæíî âûáèðàòü ïî ðàçíîìó, à èìåííî (k −1)! ñïîñîáàìè (ýòîò
ôàêò ìû äîêàçûâàëè ðàíåå). Ïðèâåä¼ì ÿâíûå ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ mk,n äëÿ k = 2,3.

Â ñëó÷àå k = 2 ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí íàáîð gi îáðàçóþùèõ êîððåêòíûé ïóòü. Ýòîò íàáîð ñëåäó-

þùèé: g1 ïåðåâîäèò x1 → x2, x2 → x1, g2 = g3 òîæäåñòâåííû, g4 ïåðåâîäèò x1 → −x2, x2 → −x1. Ñàìè
m2,n ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêå.

Ïðè k = 3 êàæäóþ gi ìîæíî âûáðàòü êàê ìèíèìóì 2 ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì gi(x3) ðàâíû ñëåäóþ-

ùèì íàïðàâëåíèÿì x1, x2, x2, x3, x3, −x2, −x2, −x1. Ïðèìåðû íà ðèñóíêå.
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Ðèñ. 1: Ïóòè m2, m2,2, m2,3, m2,4. Íà÷àëî êîîðäèíàò � ëåâàÿ íèæíÿÿ òî÷êà, íàïðàâëåíèå x1 � âëåâî,

x2 � ââåðõ

Ðèñ. 2: Ïðèìåðû ïóòåé m3, m3,2, m3,3. Íà÷àëî êîîðäèíàò � ëåâàÿ âåðõíÿÿ áëèæíÿÿ òî÷êà, íàïðàâ-

ëåíèå x1 � âíèç, x2 � âëåâî, x3 � âãëóáü
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5.3 Îáõîä Zk

Ïîñòðîåíèå ïóòè îáõîäà êóáà ñî ñòîðîíîé 2n íàì áûëî íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîéêè îáõîäà Zk. Íàø

îáõîä ïîñåòèò êàæäóþ êëåòêó îäèí ðàç, ïðè÷åì ÷èñëî õîäîâ íåîáõîäèìîå äëÿ ïîñåùåíèÿ êëåòêè

áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì îò å¼ êîîðäèíàò.

Íà÷í¼ì ïîñòðîåíèå îáõîäà ñ ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ýëåìåíòà gH ∈ Gk. gH áóäåò äåéñòâîâàòü íà

îñíîâíûå k íàïðàâëåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: x1 → −x1, x2 → −xk, xi → xi−1, äëÿ i > 2.

Ëåììà 10. Ïîðÿäîê gH ðàâåí 2(k − 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äåéñòâèè gH îáðàçóåòñÿ äâà öèêëà: x1 è −x1, âñå îñòàëüíûå
íàïðàâëåíèÿ. Äëèíû öèêëîâ 2 è 2(k − 1), îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ∎

Òåïåðü îïðåäåëèì ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèé áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé {hn}∞n=1. h1 =
mk, hn = hn−1gn−1H (l), ãäå l � ýòî mk[1], g2(mk,n−1), mk[2], ... , mk[2k − 1], g2k(mk,n−1), òî åñòü

gnH(mk,n) áåç îáõîäà ïåðâîãî êóáà ñî ñòîðîíîé 2n−1.

Òåîðåìà 3. Ïóòü hn � ýòî îáõîä k-ìåðíîãî êóáà ñî ñòîðîíîé 2n, ïðè÷¼ì êîíå÷íàÿ êëåòêà îáõîäà

� ýòî âåðøèíà êóáà çàäàííàÿ íàïðàâëåíèÿìè gnH(−x1), gnH(x2), ..., gnH(xk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ êëåòêà

èñêîìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî â îáõîäå mk êîíå÷íàÿ êëåòêà çàäà¼òñÿ íàïðàâëåíèÿìè x1, x2, ...,−xk. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî gH(−x1), gH(x2), ..., gH(xk) òå æå ñàìûå íàïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü ôàêò âåðåí äëÿ n − 1, äîêàæåì äëÿ n. Ðàññìîòðèì íàø êóá, êàê êóáû C1,C2, ...,C2k ñî

ñòîðîíîé 2n−1. Çàìåòèì, ÷òî hn - ýòî gn−1H (mk,n−1) ñ çàìåíîé îáõîäà êóáà C1 íà hn−1. Ïîêàæåì, ÷òî

çàìåíà ïðîèçâåäåíà êîððåêòíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ êëåòêà íîâîãî îáõîäà

hn−1 è ñòàðîãî îáõîäà gn−1H (g1(mk,n−1)) êóáà C1 ñîâïàäàþò.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå íàáîðà gi, îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ñòàðîãî îáõîäà êóáà C1 �

gn−1H (x1). Ñëåäîâàòåëüíî, åãî êîíå÷íàÿ êëåòêà çàäà¼òñÿ íàïðàâëåíèÿìè gn−1H (−x1), gn−1H (x2), ...,
gn−1H (xk) (íà÷àëüíàÿ çàäà¼òñÿ gn−1H (x1), gn−1H (x2), ..., gn−1H (xk)). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè àíà-

ëîãè÷íûìè íàïðàâëåíèÿìè çàäà¼òñÿ ïîñëåäíÿÿ êëåòêà îáõîäà hn−1.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ êëåòêà hn ýòî gnH(−x1), gnH(x2), ..., gnH(xk). Êîíå÷íàÿ êëåò-

êà îáõîäà � ýòî êîíå÷íàÿ êëåòêà ïóòè gn−1H (mk,n−1). Êîíå÷íàÿ êëåòêà gn−1H (mk,n−1) òàêàÿ æå êàê

êîíå÷íàÿ êëåòêà gn−1H (mk), à äëÿ íå¼ ýòîò ôàêò î÷åâèäåí äîêàçàòåëüñòâà äëÿ n = 1. ∎
Òåïåðü íà îñíîâå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòðîèì îáõîä Zk. Íà÷í¼ì îáõîä èç íóëåâîé òî÷êè è

áóäåì èäòè ïî ñëåäóþùåìó áåñêîíå÷íîìó ïóòè: h1, h2∖h1, h3∖h2, ..., hn∖hh−1 ... (ãäå hi∖hi−1 îáõîä hi
áåç ïåðâîé ÷àñòè êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ hi−1). Ôàêòè÷åñêè ýòî ¾ïðåäåë¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hn}∞n=1,
ïîýòîìó áóäåì îáîçíà÷àòü åãî h∞. ×àñòè h∞ ñîîòâåòñòâóþùèå hi-ûì áóäåì íàçûâàòü ýòàïàìè îáõîäà

ïðîñòðàíñòâà.

Ëåììà 11. Áåñêîíå÷íûé ïóòü h∞ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïðîèçîøëî ñàìîïåðåñå÷åíèå,

òîãäà îíî ïðîèçîøëî íà i-îì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ h∞, ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî hi îáõîäèò ñîîòâåò-

ñòâóþùèé åìó êóá áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. ∎
Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ òîãî, òàê h∞ çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü Kn � êóá, êîòîðûé

îáõîäèò h∞ ïî çàâåðøåíèè n-îãî ýòàïà.
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Ðèñ. 3: Ðàñòÿæåíèÿ êóáîâ â ñëó÷àå k = 2. Íàïðàâëåíèå x1 � âëåâî, íàïðàâëåíèå x2 � ââåðõ

Ðèñ. 4: Ðàñòÿæåíèå êóáîâ â ñëó÷àå k = 3, ïðîåêöèÿ íà íàïðàâëåíèÿ x2, x3. Íàïðàâëåíèå x2 � âëåâî,

íàïðàâëåíèå x3 � ââåðõ

Ëåììà 12. Êóá Kn+1 ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñòÿæåíèåì êóáà Kn ïî íàïðàâëåíèÿì gnH(x1), gnH(x2),
..., gnH(xk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òîKn ýòî ïåðâûé ìàëåíüêèé êóá ïðè îáõîäåKn+1 ñ ïîìîùüþ gnH(mk,n),
à çíà÷èò îí ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå ñ íàïðàâëåíèÿìè ð¼áåð gnH(x1), gnH(x2), ..., gnH(xk). Ïîýòîìó åñëè
ðàñòÿíóòü Kn ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì ïîëó÷èòñÿ Kn+1. ∎

Òàêèì îáðàçîì ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, êîòîðóþ îáõîäèò h∞, ðàñò¼ò ñ ïîìîùüþ ðàñòÿæåíèé êóáîâ

â ðàçëè÷íûå ñòîðîíû â 2 ðàçà. Òàê gH èìååò ïîðÿäîê 2(k − 1) íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèé áóäóò

ïîâòîðÿòñÿ ñ òàêîé æå ÷àñòîòîé.

Ðàññìîòðèì, êàêèå ãàáàðèòû áóäóò èìåòü êóáû Kn. Äëÿ ýòîãî áóäåì èññëåäîâàòü èõ ïðîåêöèè

íà êàæäóþ èç k ïàð íàïðàâëåíèé. Íà ïåðâîì ýòàïå âñå ïðîåêöèè áóäóò îòðåçêàìè [0,1]. Èçìåíåíèå
ýòèõ îòðåçêîâ áóäåò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ äëÿ íàïðàâëåíèé x1,−x1 è âñåõ îñòàëüíûõ. Áóäåì

îáîçíà÷àòü çà ln è rn êîîðäèíàòû ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ îòðåçêîâ íà n-îì ýòàïå, à çà an ìèíèìóì

èõ ìîäóëÿ.

Ëåììà 13. Ïðè ïðîåêöèè Kn íà íàïðàâëåíèå −x1, x1 âûïîëíåíî an ≥ 2
3
(2n − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âûáîðà gH , ðàñòÿæåíèÿ â íàïðàâëåíèÿõ x1 è −x1 áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ,

ïðè÷¼ì ïåðåõîäå îò 2q − 1-îìó ê 2q-îìó ýòàïó áóäåò ðàñòÿæåíèå ïî −1, à ïðè ïåðåõîäå îò 2q-îìó ê

2q + 1-îìó ýòàïó ïî 1. Ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâîì ñëó÷àå èç êîîðäèíàòû ëåâîãî îòðåçêà íàäî âû÷åñòü

22q−1, âî âòîðîì ê êîîðäèíàòå ïðàâîãî ïðèáàâèòü 22q. Èòîãî:

l2q−1 = l2q = −
q

∑
i=1

22i−1 = −2

3
(4q − 1); r2q = r2q+1 = 1 +

q

∑
i=1

22i = 1 + 4

3
(4q − 1)

Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî è äëÿ ÷¼òíûõ, è äëÿ íå÷¼òíûõ n, ∣ln∣ è rn íå ìåíüøå ÷åì 2
3
(2n − 1). ∎
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Ëåììà 14. Ïðè ïðîåêöèè Kn íà íàïðàâëåíèå −xi, xi (i > 1) âûïîëíåíî an ≥ (2
k−2)(2n−2(k−1)−1)

22(k−1)−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî çà 2(k − 1) ïîäðÿä èäóùèõ ðàñòÿæåíèé ïî k − 1 ðàñòÿæåíèþ áóäåò

â íàïðàâëåíèÿõ xi è −xi. Ðàññîðèì ýòàï n ñëåäóþùèå çà íèì 2(k − 1) ýòàï. Òàê êàê ïî êàæäîìó

íàïðàâëåíèþ áûëî k − 1 ðàñòÿæåíèé, êîíöû îòðåçêà â êàæäóþ ñòîðîíó ñäâèíóëèñü íå ìåíüøå ÷åì

íà ∑k−1
i=1 2n+i−1 (ýòà âåëè÷èíà, êîãäà âñå ðàñòÿæåíèÿ áûëè â íà÷àëå). Òîãäà a2(k−1)q+1 ìîæíî îöåíèòü

ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

a2(k−1)q+1 ≥
q

∑
i=1

k−1
∑
j=1

22(k−1)(i−1)+j =
q

∑
i=1

22(k−1)(i−1)(
k−1
∑
j=1

2j) =

= (2k − 2)
q

∑
i=1

22(k−1)(i−1) = (2k − 2)(22(k−1)q − 1)
22(k−1) − 1

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî an ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî an ≥ a2(k−1)q+1, ãäå 2(k − 1)q + 1 íàèáîëüøåå

÷èñëî òàêîãî âèäà, ìåíüøåå n. Òîãäà:

an ≥ a2(k−1)q+1 ≥
(2k − 2)(22(k−1)q − 1)

22(k−1) − 1
≥ (2k − 2)(2n−2(k−1) − 1)

22(k−1) − 1

∎

Òåîðåìà 4. Ïóòü h∞ ïîñåòèò êàæäóþ êëåòêó d, ïðè÷¼ì åñëè p � ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü êîîð-

äèíàò êëåòêè, òî êîëè÷åñòâî õîäîâ T (d), êîòîðûå ìû ïðîøëè äî íå¼, áóäåò O(pk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê an äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íà êàêîì-òî ýòàïå

âñå îíè ñòàíóò áîëüøå p, ñëåäîâàòåëüíî íàøà êëåòêà, áóäåò ëåæàòü âíóòðè êóáà, îáîéäåííîãî ê

òîìó âðåìåíè.

Ïóñòü d ∈Kn, íî íå d ∈Kn−1, òî åñòü ìû ïîñåòèì êëåòêó d íà n-îì ýòàïå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà

íàïðàâëåíèé −xi, xi, äëÿ êîòîðûõ an−1 < p. Òîãäà èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåìì ñëåäóåò, ÷òî log2 p > n+c,
ãäå c êàêàÿ-òî êîíñòàíòà. Çàìåòèì, ÷òî T (d) ≤ 2kn (÷èñëî êëåòîê â êóáå Kn). Òîãäà,

T (d) ≤ 2kn < 2(log2p−c)k = 2ckpk

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ∎

6 Îïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèÿ õîäà ïî åãî íîìåðó

Òåïåðü êîãäà, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ îáõîä Zk, íàì íóæåí èíñòðóìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ åãî

ëîêàëüíî. Íàïðèìåð, áûëî áû íåïëîõî

óìåòü îïðåäåëÿòü íàïðàâëåíèå õîäà ïî åãî íîìåðó. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ:

êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðîìó íà âõîä ïîäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð 2k-è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

íîìåðà õîäà, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ìëàäøåãî ðàçðÿäà, íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóþùèå

íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ.

6.1 Îïèñàíèå àâòîìàòà â îáùåì ñëó÷àå

Ïîñòðîèì êîíå÷íûé àâòîìàò Ak, ñ 4k2 − 2k − 2 ñîñòîÿíèÿìè. Ñðåäè íèõ åñòü ïî 2k − 2 ñîñòîÿíèÿ

äëÿ êàæäîãî èç 2k íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ (áóäåì èõ îáîçíà÷àòü (d, i), ãäå d - íàïðàâëåíèå, i -
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êàêîé-òî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2k − 2) è 2k − 2 ñîñòîÿíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé gH (ïîðÿäîê

ýëåìåíòà gH â Gk ðàâåí 2k − 2). Ïåðåõîäû â àâòîìàòå óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî

ñîñòîÿíèÿ åñòü 2k ïåðåõîäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàòêàì ïðè äåëåíèè íà 2k. Ó ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ

(d, i) èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ïåðåõîäû âåäóò â ñîñòîÿíèå (giHga+1g2k−1−iH (d), i + 1), ãäå a îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 2k (çäåñü è äàëåå âòîðîé ïàðàìåòð ñîñòîÿíèÿ áåð¼òñÿ ïî ìîäóëþ 2k − 2). Ó ëþáîãî

ñîñòîÿíèÿ èç âòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî giH , åñëè îñòàòîê a ðàâíÿåòñÿ 0, ïåðåõîä áóäåò

â gi+1H , èíà÷å ïåðåõîä áóäåò â ñîñòîÿíèå (giH(mk[a]), i + 1).
Äîêàæåì îñíîâíîå ñâîéñòâî ýòîãî àâòîìàòà.

Ëåììà 15. Ïóñòü íà âõîä àâòîìàòó Ak ïîäàíû îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2k a1, a2, ... ,an, òàêèå,

÷òî anan−1...a2a1 = p êàê 2k-è÷íîå ÷èñëî (ïåðâûå öèôðû ìîãóò áûòü íóëÿìè). Òîãäà, â êîíöå àâòî-

ìàò îêàæåòñÿ ëèáî ñ ñîñòîÿíèè gnH , åñëè âñå îñòàòêè 0, ëèáî â ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì

íàïðàâëåíèþ (gn−1H (mk,n[p]), n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: åñëè p =
0, òî ïåðåõîä áóäåò â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå g1H . Åñëè p ≠ 0, òî ïåðåõîä áóäåò â ñîñòîÿíèå

(g0H(mk[p]),1) = (mk,1[p],1).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = i, äîêàæåì äëÿ n = i + 1.

Ïóñòü ïåðâûå i îñòàòêîâ áûëè íóëè, òîãäà ïîñëå ïðèíÿòèÿ ýòèõ îñòàòêîâ ìû îêàæåìñÿ â ñîñòî-

ÿíèè giH . Åñëè ai+1 = 0, òî êàê è òðåáóåòñÿ ìû ïåðåéäåì â ñîñòîÿíèå gi+1H ïðîñòî ïî ïîñòðîåíèþ

àâòîìàòà. Åñëè ai+1 ≠ 0, òî ìû ïåðåéäåì â ñîñòîÿíèè (giH(m[ai+1]), i + 1). Ðàññìîòðèì íàïðàâëå-

íèå äâèæåíèÿ giH(mk,i+1[p]). Çàìåòèì, ÷òî p äåëèòñÿ íà 2i, ñëåäîâàòåëüíî õîä mk,i+1[p] ñîîòâåò-
ñòâóåò ïåðåõîäó ìåæäó ¾ìàëåíüêèìè¿ êóáàìè Cai+1 è Cai+1+1 ïðè îáõîäå mk,i+1. Ñëåäîâàòåëüíî

mk,i+1[p] = mk[ai+1]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî giH(mk,i+1[p]) = giH(m[ai+1]), ñëåäîâàòåëüíî êàê è òðåáî-

âàëîñü ìû ïåðåéäåì â ñîñòîÿíèå (giH(mk,i+1[p]), i + 1).
Òåïåðü ïóñòü ñðåäè ïåðâûõ i öèôð áûëè íå íóëè. Òîãäà äî ïåðåõîäà ïî ai+1 ìû íàõîäèìñÿ â

ñîñòîÿíèè (gi−1H (mk,i[pi]), i), ãäå pi - ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ i öèôð p. Ïîñìîòðèì êóäà

íàñ ïðèâåä¼ò ïåðåõîä ïî ai+1. Íàïðàâëåíèå èçìåíèòñÿ íà ñëåäóþùåå:

giHgai+1g
2k−1−i
H gi−1H (mk,i[pi]) = giHgai+1(mk,i[pi])

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñòðîåíèÿmk,i+1 èìååò ìåñòîmk,i+1[p] = gai+1(mk,i)[pi]. Äåéñòâèòåëüíî,
mk,i+1[p] íàõîäèòñÿ â ¾ìàëåíüêîì¿ êóáå Cai+1+1 (îáõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ gai+1(mk,i)), ïðè÷åì â ýòîì

êóáå ýòî pi-ûé õîä. Çíà÷èò, ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ìû ïåðåéäåì áóäåò (giH(mk,i+1[p]), i + 1), ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

∎

Òåîðåìà 5. Ïóñòü íà âõîä àâòîìàòó Ak ïîäàíû îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2k a1, a2, ... ,an, òàêèå,

÷òî anan−1...a2a1 2k-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà p áåç íåçíà÷àùèõ íóëåé. Òîãäà â êîíöå àâòîìàò îêàæåòñÿ

â ñîñòîÿíèè (d,n), ãäå d = h∞[p].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî an - íå ðàâåí 0, ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå ìû îêàæåìñÿ

â ñîñòîÿíèè (gn−1H (mk,n[p]), n). Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ hn, õîäû hn è gn−1H (mk,n) ñ íîìåðàìè îò 2n−1 äî

2n − 1 îäèíàêîâû. Çàìåòèì, ÷òî 2n−1 ≥ p ≥ 2n − 1, ïîýòîìó h∞[p] = hn[p] = gn−1H (mk,n[p]), ÷òî íàì è

òðåáóåòñÿ. ∎
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Ðèñ. 5: ïóòü h4. Íàïðàâëåíèå x1 � âëåâî, íàïðàâëåíèå x2 � ââåðõ

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðèíÿòèÿ öèôð ÷èñëà p àâòîìàò Ak îêàæåòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ñîîò-

âåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèþ p-îãî õîäà îáõîäà h∞, òî åñòü â íàøèõ ðóêàõ èìååòñÿ èíñòðóìåíò äëÿ

¾ëîêàëüíîãî¿ ïîñòðîåíèÿ îáõîäà Zk.

6.2 ×àñòíûé ñëó÷àé: k = 2

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè â ýòîé ñåêöèè ïðåäñòàâèì îáõîä Z2 è àâòîìàò, êîòîðûé åãî ñòðîèò.

Íà êàðòèíêå ïðåäñòàâëåí îáõîä h∞, òî÷íåå åãî ÷àñòü h4. Äëÿ k = 2 gH ïåðåâîäèò x1 â −x1, x2 â
−x2, ïîýòîìó êóáû (òî÷íåå êâàäðàòû) Ki ðàñòóò ïî îäíîé äèàãîíàëè â ðàçíûå ñòîðîíû. Ïîäîáíîå

ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî, òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ k = 2. Â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ðîñò êóáîâ áîëåå ñëîæíî

óñòðîåí.

Òàêàÿ ïðîñòîòà ïîçâîëÿåò íåìíîãî óïðîñòèòü A2, áåç ïîòåðè åãî öåëåâîãî ñâîéñòâà. Äëÿ êàæ-

äîãî íàïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïî îäíîìó ñîñòîÿíèþ. Íîâûé àâòîìàò ìîæíî óâèäåòü

íà ðèñóíêå. Ïîäîáíîå óïðîùåíèå ñëîæíî ñäåëàòü â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ, ò.ê. gH è gi íå âñåãäà

êîììóòèðóþò â ãðóïïå Gk. Èìåííî ïîýòîìó ïðèøëîñü äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ââåñòè ïî 2(k − 1)
ñîñòîÿíèé.

7 Îáùèé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîãî îáõîäà ñ 4-ìÿ êàìíÿìè

Íàêîíåö â íàøèõ ðóêàõ èìåþòñÿ âñå èíñòðóìåíòû äëÿ îïèñàíèÿ èòîãîâîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-

ðèòìà îáõîäà Zk ðîáîòîì, èñïîëüçóþùèì 4 êàìíÿ. Îáùàÿ ñõåìà îáõîäà òàêîâà. Ðîáîò íà êàæäîé

èòåðàöèè ïðèâÿçàí ê êàêîé-òî òåêóùåé êëåòêå. Îí äåðæèò îäèí êàìåíü â ýòîé êëåòêå è åù¼ îäèí

íà ðàññòîÿíèè n îò íå¼ â íàïðàâëåíèè x1. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ áèòîâ, îí ïîëó÷àåò

áèòû ÷èñëà n, àãðåãèðóåò â áëîêè ïî k, è äà¼ò íà âõîä àâòîìàòó Ak. Êîãäà áèòû çàêàí÷èâàþòñÿ,

ðîáîò îïðåäåëÿåò êàêîìó íàïðàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òåêóùåå ñîñòîÿíèå Ak. Ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ

îí ñäâèãàåò äàëüíèé êàìåíü è òåêóùóþ êëåòêó âìåñòå ñ êàìíÿìè íà íåé è óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó êàìíÿìè íà 1. Ïîòîì ïåðåõîäèò íà ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ñõåìå
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Ðèñ. 6: Óïðîù¼ííûé àâòîìàò A2
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ïîñòðîåíèÿ òåêóùèå êëåòêè áóäóò èçìåíÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáõîäîì h∞.

Êîëè÷åñòâî êàìåíåé êîòîðîé áóäåò èñïîëüçîâàòü ðîáîò � 4: äâà, êîòîðûå ìû îïèñàëè � îñíîâ-

íûå, è äâà âñïîìîãàòåëüíûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áèòîâ ÷èñëà. Ïðè ýòîì, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûé

àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàòü íà êîíå÷íîé ïàìÿòè. Âî-ïåðâûõ â êàæäûé ìîìåíò ìû õðàíèì

íå áîëüøå k áèòîâ ÷èñëà n, âî-âòîðûõ ðàçìåð àâòîìàòà Ak çàâèñèò òîëüêî îò k, è åãî ìîæíî ñýìó-

ëèðîâàòü íà êîíå÷íîé ïàìÿòè. Òåïåðü îïèøåì áîëåå ïîäðîáíî àëãîðèòì.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: ðîáîò è 4 êàìíÿ A, B, C, D â òî÷êå 0

1: ïåðåíåñòè êàìåíü B â íàïðàâëåíèè x1 è âåðíóòüñÿ

2: öèêë // n = 1,2...,∞, a � òåêóùàÿ êëåòêà

3: èíèöèàëèçèðîâàòü àâòîìàò Ak

4: èäòè â íàïðàâëåíèè x1 ñ êàìíåì D äî êàìíÿ B // Íà÷èíàåì âûïîëíÿòü ñ÷èòûâàíèå áèòîâ

5: âåðíóòüñÿ â êëåòêó a

6: öèêë // i-àÿ èòåðàöèÿ, C â êëåòêå a, D â êëåòêå íà ðàññòîÿíèè ⌊n/2i−1⌋ îò a
7: âûïîëíèòü äåëåíèå äëÿ êàìíåé C è D

8: çàïèñàòü îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2 (áèò) â ïàìÿòü

9: åñëè i äåëèòñÿ íà k òî

10: àãðåãèðîâàòü ïîñëåäíèå k ïîëó÷åííûõ áèòîâ â áëîê (îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2k) è ïåðå-

äàòü àâòîìàòó Ak

11: åñëè C è D íàõîäÿòñÿ â êëåòêå a òî

12: âûõîä èç öèêëà

13: èíà÷å

14: ïåðåíåñòè C â êëåòêó a

15: åñëè îñòàëèñü íåîáðàáîòàííûå áèòû òî

16: äîïèñàòü íóëåâûå áèòû â áëîê è ïåðåäàòü àâòîìàòó Ak

17: ïîëó÷èòü èç àâòîìàòà Ak íàïðàâëåíèå d

18: äîéòè äî B, ñäâèíóòü â íàïðàâëåíèè d è â íàïðàâëåíèè x1 // äëÿ óâåëè÷åíèÿ n

19: âåðíóòüñÿ â a è ñäâèíóòü âñå êàìíè â íàïðàâëåíèè d

Ïîñ÷èòàåì âðåìÿ, êîòîðîå ðîáîòó ïîíàäîáèòüñÿ, ÷òîáû ïîñåòèòü êëåòêó a, ó êîòîðîé p � ìîäóëü

ìàêñèìàëüíîé êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïîñ÷èòàåì, êîãäà êëåòêà a ñòàíåò òåêóùåé, äëÿ êàêîé-

òî èòåðàöèè àëãîðèòìà (â ýòîì ñëó÷àå ðîáîò å¼ òî÷íî ïîñåòèò).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü a êëåòêà, ó êîòîðîé p � ìîäóëü ìàêñèìàëüíîé êîîðäèíàòû, òîãäà äëÿ òîãî,

÷òîáû îíà ñòàëà òåêóùåé êëåòêîé àëãîðèòìà, ïîòðåáóåòñÿ T (p) = O(p3k) õîäîâ àëãîðèòìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � òåêóùàÿ êëåòêà n-îé èòåðàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà i-óþ èòåðàöèþ

òðàòèòñÿ íå áîëüøå ci2 õîäîâ, ãäå c � êîíñòàíòà (äåéñòâèòåëüíî, ñàìîå òðóäî¼ìêîå äåéñòâèå ýòî

ïîëó÷åíèå áèòîâ ÷èñëà i, à îíî êâàäðàòè÷íî ïî âðåìåíè). Òîãäà âñåãî êîëè÷åñòâî õîäîâ àëãîðèòìà

çà ïåðâûå n èòåðàöèé íå áîëüøå ÷åì ñòîëüêî:

n

∑
i=1
ci2 = c

6
n(n + 1)(2n + 1) ≤ c′n3

ãäå c′ � äðóãàÿ êîíñòàíòà.
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Èç òåîðåìû î àñèìïòîòèêå ïóòè h∞ èçâåñòíî, ÷òî n(p) = O(pk). Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ñèòóàöèÿ: T (p) ≤ c′n(p)3 = O(p3k), ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü. ∎
Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà êàæäàÿ êëåòêà Zk áóäåò ïîñåùåíà, ïðè

ýòîì â âðåìÿ, êîòîðîå äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ áóäåò ïîëèíîìèàëüíî îò êîîðäèíàò òî÷êè.

8 Íèæíèå îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà êàìíåé

Íàðàâíå ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êàìåíåé, âñå-

ãäà ñóùåñòâóåò çàäà÷à äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì êàìíåé íåëüçÿ îáîéòèñü.

Äëÿ çàäà÷è ïðîñòîãî îáõîäà Zk íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè êîëè÷åñòâà êàìíåé ñîâïàäàþò. Îäíàêî

åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïîëèíîìèàëüíîãî îáõîäà, ñèòóàöèÿ íå òàêàÿ ðàäóæíàÿ. Äëÿ

k > 3 íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè èìåþò çàçîð â îäèí êàìåíü: íèæíÿÿ îöåíêà ãîâîðèò, ÷òî 2-õ êàìíåé

íåäîñòàòî÷íî, à âåðõíÿÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îáõîä ñ 4-êàìíÿìè. Ïðè ýòîì ñîêðàùåíèå ýòîãî ðàññòîÿ-

íèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî òðóäî¼ìêîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó ñ îäíîé ñòîðîíû äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî

3-ìÿ êàìíÿìè íåëüçÿ îáîéòèñü äîëæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïîëèíîìèàëüíîñòüþ îáõîäà (ïîñêîëüêó ýêñïî-

íåíöèàëüíûå îáõîäû Zk ñóùåñòâóþò). Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðèäóìàòü ïîëèíîìèàëüíûé îáõîä ñ 3-ìÿ

êàìíÿìè òîæå íå ïðîñòî.

Â ýòîò ñåêöèè áóäóò ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâóþùèõ íèæíèõ îöåíîê. Â ÷àñòíîñòè,

áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îäíîãî êàìíÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáõîäà ëþáîãî Zk è, òî ÷òî 2-óõ êàìíåé íåäî-

ñòàòî÷íî äëÿ îáõîäà Zk k > 1.

Òåîðåìà 7. Îäíîãî êàìíÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáõîäà Zk.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåðíàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðîáîòà ðàâíî

s. Äîïóñòèì, ÷òî ðîáîò ñìîã ïðèäòè â êëåòêó d íà ðàññòîÿíèè ìíîãî áîëüøåì s îò êàìíÿ (ðàññòîÿíèå

áóäåì ñ÷èòàòü â L1 ìåòðèêå). Ðàññìîòðèì, êàêèå ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàë ðîáîò îò ïîñëåäíåãî êàñàíèÿ

äî ïðèõîäà â ýòó êëåòêó. Ýòè ñîñòîÿíèÿ âûãëÿäåëè òàê: ñíà÷àëà r ≤ s êàêèõ-òî ñîñòîÿíèé, ïîòîì

ñîñòîÿíèÿ íà÷èíàþò ïîâòîðÿòñÿ ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ T ≤ s. Òîãäà îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå ðîáîòà
â ìîìåíò âðåìåíè r+iT +c, c < T ìîæíî âûðàçèòü âåêòîðîì a(c)+ib (ãäå äëèíà a(c) íå áîëüøå 2s äëÿ

ëþáîãî c < T , è äëèíà b íå áîëüøå s è íå íóëåâàÿ). Òîãäà íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî i ýòî âåêòîð íèêîãäà íå
ñòàíåò ðàâíûì 0, ñëåäîâàòåëüíî ðîáîò íå âåðí¼òñÿ â êàìíþ, à òàê æå íà íèêîãäà íå ïîñåòèò êëåòêè

−ib äëÿ êàêîãî-òî áîëüøîãî i. Ñëåäîâàòåëüíî, ðîáîò âñåãäà âûíóæäåí íàõîäèòñÿ ðÿäîì ñ êàìíåì.

Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ îòíîñèòåëüíûõ êîíôèãóðàöèé ðîáîò-êàìåíü. Êàê ìû

òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, îíî äîëæíî áûòü êîíå÷íî. Ïóñòü fn � êîíôèãóðàöèÿ â ìîìåíò n, qn � ñîñòîÿíèå

ðîáîòà â ìîìåíò n. Çàìåòèì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà ïàðû (fn, qn) çàöèêëÿòñÿ (òàê êàê

ìíîæåñòâî F ×Q êîíå÷íî è êàæäàÿ ïàðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ). Ïóñòü çà îäèí öèêë

êàìåíü ñäâèíåòñÿ íà âåêòîð a, òîãäà åñëè a = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî êàìåíü íà ñäâèíåòñÿ äàëåêî

îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî ðîáîò íå ñìîæåò ïîñåòèòü âñå êëåòêè. Åñëè a ≠ 0, òî

î÷åâèäíî, ÷òî ðîáîò íå ñìîæåò ïîñåòèòü êëåòêè −ia äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.

∎

Òåîðåìà 8. Äâóõ êàìíåé íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáõîäà Zk, k > 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåðíàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c,

÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ìîìåíòîâ âðåìåíè êîãäà êàìíè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå c.

Òîãäà êàêàÿ-òî âçàèìíàÿ êîíôèãóðàöèÿ êàìíåé, ðîáîòà è åãî ñîñòîÿíèÿ ñëó÷àåòñÿ õîòÿ áû äâà ðàçà.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîäîáíûå êîíôèãóðàöèè çàöèêëèâàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ îäíîãî

êàìíÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çà òàêîé öèêë îáà êàìíÿ ñäâèãàþòñÿ íà êàêîé-òî âåêòîð, à çíà÷èò

ðîáîò íå îáîéä¼ò äàë¼êèå êëåòêè ïðîñòðàíñòâà, â ïðîòèâîïîëîæíîì ýòîìó âåêòîðó íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî êàìíè âñåãäà íà ðàñ-

ñòîÿíèè áîëüøåì c. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå ðîáîòà íà÷èíàÿ ñ òàêîãî ìîìåíòà äëÿ êîíñòàíòû

c ìíîãî áîëüøåé s (s êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ðîáîòà). Ïîâåäåíèå ðîáîòà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ðîáîò êàê-òî âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïåðâûì êàìíåì, ïîòîì ïåðåõîäèò êî âòîðîìó êàìíþ, âçàè-

ìîäåéñòâóåò ñ íèì, ïåðåõîäèò îáðàòíî ê ïåðâîìó è òàê äàëåå. Íàçîâ¼ì îäèí òàêîé öèêë èòåðàöèåé.

Ïóñòü ðîáîò ïîñëåäíèé ðàç êàñàåòñÿ ïåðâîãî êàìíÿ â ñîñòîÿíèè q1 ïîòîì èä¼ò ê êàìíþ 2 è ïåðâûé

ðàç êàñàåòñÿ åãî â ñîñòîÿíèè q2. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå òîãî êàê ðîáîò ïîñëåäíèé ðàç êîñíóëñÿ ïåðâîãî

êàìíÿ, íå áîëåå ÷åì ÷åðåç s õîäîâ ñîñòîÿíèÿ íà÷íóò èçìåíÿòüñÿ öèêëè÷åñêè, ïðè÷¼ì äëèíà öèêëà

íå áîëüøå s. Òîãäà âåêòîð ìåæäó êàìíÿìè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

v = r(q1) + ia(q1) + p(q2)

ãäå r(q1) âåêòîð, êîòîðûé ïðîõîäèòñÿ äî íà÷àëà öèêëà, a(q1) âåêòîð ïðîõîäèìûé çà öèêë, p(q2)
âåêòîð îòâå÷àþùèé çà ôàçó ïðè ïðèõîäå âî âòîðîé êàìåíü. Äëèíû r(q1), p(q2) è a(q1) íå áîëüøå
s, i > 0 ò.ê. äëèíà v ìíîãî áîëüøå s. Ïóñòü f(x) � ýòî âåêòîð, ãäå âñå êîîðäèíàòû êîîðäèíàòû

x âçÿòû ïî ìîäóëþ s!. Çàìåòèì, ÷òî ïî q1 è f(v) ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå q2,

ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû âåêòîðà a(q1) íå ïðåâîñõîäÿò s ïî ìîäóëþ. Òàêèì îáðàçîì ïî q1 è f(v)
ìîæíî îïðåäåëèòü q2, ïî q2 ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü êàê ðîáîò áóäåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñî

âòîðûì êàìíåì, çíà÷èò ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå ðîáîòà q3 ïðè ïîñëåäíåì êàñàíèè

ñî âòîðûì êàìíåé, è âåêòîð f(u), ãäå u � âåêòîð ìåæäó êàìíÿìè â ýòîò ìîìåíò. Ïî ýòîìó âåêòîðó

è q3 àíàëîãè÷íî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü q4 � ñîñòîÿíèå ïðè ïåðâîì êàñàíèè ïåðâîãî êàìíÿ.

Ïî âåêòîðó f(u) è ñîñòîÿíèþ q4 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå ñîñòîÿíèå q1 è âåêòîð f(v). Òàêèì
îáðàçîì ïî ñîñòîÿíèþ q1 è âåêòîðó f(v) êàêîé-ëèáî èòåðàöèè, ìîæíî îïðåäåëèòü ýòè æå ñîñòîÿíèå è
âåêòîð äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Òàê êàê ñîñòîÿíèé è ïîäîáíûõ âåêòîðîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, â êàêîé-

òî ìîìåíò îíè çàöèêëÿòñÿ. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî çàöèêëÿòñÿ ñîñòîÿíèÿ q2 è q4, à ñëåäîâàòåëüíî

çàöèêëÿòñÿ ñäâèãè îáîèõ êàìíåé. Ïóñòü çà òàêîé öèêë îäèí êàìåíü ñäâèãàåòñÿ íà âåêòîð g äðóãîé

íà âåêòîð h. Òîãäà åñëè âåêòîðû êîëëèíåàðíû, òî ïóñòü w ïåðïåíäèêóëÿðåí èì, òîãäà ðîáîò íèêîãäà

íå ïîñåòèò êëåòêó ñ êîîðäèíàòàìè iw, ãäå i äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Èíà÷å ðîáîò íå ïîñåòèò êëåòêó ñ

êîîðäèíàòàìè −i(g + h), ãäå i äîñòàòî÷íî áîëüøîå.
∎

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûå îöåíêè. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ äîêàçàòåëüñòâàõ ìû äåé-

ñòâîâàëè ñëåäóþùèì îáðàçîì, áðàëè íåêîòîðóþ õàðàêòåðèñòèêó ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà, è ïîêàçûâàëè,

÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà çàöèêëèâàåòñÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ êàìíåé ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî, ÷òî êîîðäèíàòû êàìíåé ïî ýòîìó ìîäóëþ öèêëè÷íû. Åñëè ìû ïîñìîòðèì íà

ñèñòåìó ñ òðåìÿ êàìíÿìè, ïîäîáíóþ öèêëè÷íîñòü âðÿä ëè ìîæíî áóäåò îáíàðóæèòü, òàê êàê óæå

â ïðîñòûõ àëãîðèòìà (íàïðèìåð îáõîä ïëîñêîñòè) ïîäîáíîé öèêëè÷íîñòè íå íàáëþäàåòñÿ. Òåì íå
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ìåíåå ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ êîíêðåòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ñìîòðåòü íå òîëüêî

íà å¼ öèêëè÷íîñòü èëè àöèêëè÷íîñòü, íî è íà äðóãèå ñâîéñòâà, íàïðèìåð èíôîðìàöèîííûå. Âîç-

ìîæíî ïîèñê è ðàññìîòðåíèå äðóãèõ ñâîéñòâ ïîäîáíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê

äîêàçàòåëüñòâó íåâîçìîæíîñòè îáõîäà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ òðåìÿ êàìíÿìè.

9 Çàêëþ÷åíèå

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû íàìè ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà òðåáóåìûõ êàìíåé

äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî îáõîäà ïî Zk ñðàâíåíèþ â áàçîâûìè àëãîðèòìàìè: 4 ïðîòèâ k. Òàêæå ñòîèò

îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé íàìè àëãîðèòì íå ñèëüíî ìåäëåííåå àëãîðèòìîâ èñïîëüçóþùèõ k

êàìíåé: O(x3k) ïðîòèâ O(xk). Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îñòà¼òñÿ íåêîòîðûé çàçîð ìåæäó âåðõíåé

è íèæíåé îöåíêîé â îäèí êàìåíü. Ðàçðåøåíèå äàííîãî âîïðîñà ïîêà âèäèòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé,

òàê ëèáî òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïî-âèäèìîìó äîâîëüíî íåòðèâèàëüíûé àëãîðèòì ðàáîòàþùèé ñ òðåìÿ

êàìíÿìè, ëèáî äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè îáõîäà ñ 3 êàìíÿìè, âîçìîæíî òðåáóþùåå äîâîëüíî

ñåðü¼çíîé òåõíèêè.
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